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INLEDNING. 



Den moderna teorin för differentialekvationer har framför allt till ändamål 
studiet af de analytiska funktioner, som definieras af sådana ekvationer, och det första 
problem, som då ställer sig, är bestämningen såväl af läget hos singulariteterna till 
en godtycklig lösning af ekvationen som ock af lösningens beskaffenhet i omgifningen 
af hvarje singularitet. Detta problem har hittills blifvit uttömmande behandladt endast 
for de linjära ekvationerna, och orsaken till problemets relativa enkelhet i detta fall 
ligger tydligen i den omständigheten, att den allmänna lösningen är en linjär funktion 
af de i densamma ingående arbiträra konstanterna. 

Söker man fuuktionsteoretiskt behandla differentialekvationer eller ekvations- 
system i flera variabler, så är det naturligt att söka på dem öfverföra den egenskap, 
som gjorde studiet af de linjära ekvationerna i en oberoende variabel så enkelt, och 
då kommer man till de system af linjära totala differentialekvationer, som behandlas i 
första delen af föreliggande arbete. Den allmänna teorin for sådana system har redan 
utgjort föremål för undersökningar; i § 1 finnes angifvet, hvad som är nytt i min 
framställning. 

Den funktionsteoretiska uppfattningen leder till att betrakta differentialekva- 
tionerna som en källa for nya transcendenter; det är alltså af vikt att finna, h vilka 
ekvationer kunna lösas med tillhjälp af redan kända funktioner. Ett bekant exempel 
på ett sådant forhållande gifves af de PiCARD^ska linjära ekvationerna, som lösas med 
hjälp af de i de eUiptiska funktionernas teori forekommande transcendenterna. I 
andra afdelningen af detta arbete behandlas den allmänna teorin för system af linjära 
totala differentialekvationer med n oberoende variabler och 2 w -periodiska koefficienter, 
hvilkas allmänna lösning är entydig. Liksom förut den allmänna teorin i första af- 
delningen företedde väsentliga analogier med den vanliga teorin fÖr linjära differential- 
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ekyationer, äger en {uUständig parallellism rum mellan systemen med 2 n-periodiska 
koefficienter och de PiCARD'ska ekvationerna. 

I tredje afdelningen behandlas de enklaste specialfallen af de i andra delen 
betraktade ekvationssystemen med särskildt afseende fåstadt på uppgiften att finna en 
motsvarighet till den LAMÉ^ska ekvationen, som ju är den enklaste ekvation af den 
PiCARD^ska klassen. 



I. 

§ 1. Förberedande anmfirkniiigar. 

Den fundamentala egenskapen hos ett system af linjära differentialekyationer 

(1) d^ "" ^ ^'^i^^^ • ^?' (a, p = 1, . . ., m) 

är att dess allmänna lösning låter uttrycka sig genom ett system fundamentallösningar 
^aB(^)i h vilkas determinant icke är identiskt noll, enligt formeln 

(2) ^a = 2 ^?^a?' (a, p = 1, . . . , m) 

där Cl ... Cm äro konstanter. 

Är nu ett system S af differentialekyationer med de oberoende yariablerna 
x^,...,Xn gifvet, hvars aUmänna lösning sammansättes enligt formeln (2) af fundamental- 
lösningarne z^^ix^, . , .^ Xn) hyilkas determinant icke är identiskt noll, så kan man 
alltid bilda ett system 

(3) dz^ = 2^ a^^.^ (a?i , . . ., a;„) . 0p rfir.p | ^ ^ j _ ,jj 

P.T 

hvars lösningar sammanfalla med lösningarne till 6\ och vi kunna alltså nöja oss med 
att betrakta systemet (3), som äfven kan skrifvas 

(3 ) ^— ■ ^ ^ ^a^Y N*^! ' • • • » '^^0 • ^p* 



Här uppfylla koefficienterna a^a^ vilkoren 

^«aeS ^^av( 1 V /.. .. x /a, p, £ = 1, . . ., m\ 
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^%z , ^'^as 



som uttrycka att de ur (3') beräknade värdena på ^ — ^ — och ^ — ^ — äro lika for 
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a, s = 1 , . . . , m. Om vi genom successiva differentiationer ur (3') eliminera alla z,j^ 
utom ett som vi benämna e, erhålla vi ett system 

(5) 2 -^v? v (^1 » • • M ^«) — =0, (a = 1, . . ., i>) 

hvars allmänna lösning kan linjärt uttryckas genom m partikulärlösningar ^i,...,^,» 

(6) ^ = 2^3^?- (P = l7--M»w) 

Låt oss oravändt ha ett system (5), som satisfierar följande två vilkor, hvilka 
tydligen äro uppfyllda för det nyss betraktade, genom sina fundamentallösningar defi- 
nierade systemet: 

l:o) Bland derivatoma ^r''* " ■'^",' där Vj + . . • + v„ < i kan man välja m stycken 

grundderi vätor D^z, . . ., D^z sådana att hvarje derivata ^^"* "'^"(v,, . . ., v„ = O, 1, . . .) 
kan linjärt uttryckas i dem medelst ekvationerna (5) och de ur dem genom derivation 
härledda. 

2:o) De på detta sätt erhållna, olika uttrycken för -3 — /)p^(a = 1, . . ., ;/; 
p — 1, . . ., m) skola medelst ekvationerna (5) kunna göras identiskt lika i afseende på 

J'tZ^ • • • , l'^Z» 

Dessa vilkor äro som vi sett^ nödvändiga för att det skall existera ett funda- 
mentalsystem till (5); de äro äfven tillräckliga. Ty på grund af l:o) reduceras (5), 
om vi sätta 

(7) z^ = DyZ, ...^Zm = DnZ, 

på formen (3), och på grund af 2:o) äro för det så erhållna systemet vilkoren (4) 
uppfyllda. Ar då o: j , . . . , xl ett ställe där samtliga a^o^^ förhålla sig regulärt, så kan 
man enligt en sats af Bouquet^ finna en lösning z^^. . .^Zm till systemet i fråga, där z,^ 
fås under form af en potensserie som konvergerar i en viss omgifning till a?J , . . . , xj 
och i denna punkt antar det godtyckligt föreskrifna värdet c^. Bilda vi i enlighet 
härmed m lösningar z^^^., -i^um ^^^^ ^^^^ system, där z,j,o för x^ = x^^ , , ,jX„ = Xn 
antar värdet c^^t^, hvarvid determinanten af c^q{(x.^ P — 1, . . ., m) antages skild frän noll, 

^ Jfr HORN% Ueber ein System linearer partieller Differentialgleichnngen, Acta Math. 12, a. 164 ff. 
Lie, Theorio der Tranaformationagiappen I, kap. 10. 

* Sar rintégration d'an systéine d'éqaation8 ^différentieUes totales simnltanées da premier ordre. 
BnU. d. so. math. III (1872). Jfr GouRSAT, Equations aax dériyées partielies dn premier ordre, Ch. 3, 
Sauvaqb, Sur les propriétos des fonctions défioies par un systeme d^équations etc. Ann. de TEcole 
Normale 1882. 
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så inses omedelbart, att hvarje lösning till vårt system kan framställas ur detta funda- 
mentalsystem enligt formeln (2). (Man finner fÖr öfrigt utan svårighet, att de nu bildade 
potensserierna för z^o konvergera inom hvarje område | iCi — • a?J | < r^, . . ., | r„ — a?» | < r,„ 
inom hvilket samtliga ff^^o., förhålla sig regulärt.) Genom denna sats veta vi alltså, 
att den allmänna lösningen till vårt system (5) ej kan ha andra singulariteter än de 
punkter i hvilka någon af koefficienterna till det härledda systemet (3') ej förhåller 
sig regulärt. 

Studiet af lösningarnas singulariteter har påbörjats af Appell ^ och Picaed * för 
det speciella systemet 

(8) :Ki-y)5^ + y(i-y)0 + [t -(« + ?'+ Dy] |-P'^| -«?'.= o. 

som till partikulärlösniiig har den hypergeometriska serien af två variabler 

l'{a, P, p . 7, X, y) _ ^ ^^^ ^^ _^ ^^ ^j^ ^^^ ^j^ ^^x t, , 

I», n= O 

där (a, m) = a(a + 1) , , , (a + m — 1). Detta system har sedermera underkastats en 
detaljerad undersökning af Lgvavasseur'. Andra speciella system ha behandlats af 
HoBN* och Lauricella*. 

Allmänna system ha i afseende på singularitetema först undersökts af Horn 
(förut anf. st.), hvarvid han emellertid inskränker sig till två oberoende variabler och om 
singularitetema antar, att de utgöra ett ändligt antal algebraiska bilder G^{xy) = O, 
f^Å^y) = O etc. De af Horn gifna allmänna satserna generaliseras i vår § 2 till det 
fall då de singulära bilderna utgöras af hela transcendenta funktioner satta lika med 
noll, till ändligt eller oändligt antal, hvarvid frågan om bildernas monogeneitet, som 



* Comptes Bendaa 1880 samt Sar la fonction hypergéométriqne de deux vairiables, Jonrn. de 
Math. Sér. 3, T. 7 (1882). 

' Sur une exteneion aux fonctiona de deux variables du probléme de Riemann relatif aax series 
hypergéométriqQes. Ann. de 1'Ecole Normale Sér. 2, T. 10 (1881). 

' Sar le systéme d'équationB aux dérivées pariielles simnltanées anxquelles satisfait la serie 
hypergéométriqne de deax variables ^i(a, p, ^', y> ^) 2/)* Ann. de la Faculté des Sciences de Toulonse 
T. 7, 1893. 

^ Ueber die Gouvergenz der hypergeometrischen Reihen zweier nnd dreier Verinderlichen. Math. 
Annalen, Bd. 34, 1889. 

^ Salle fnnzioni ipergeometriche a piu variabili. Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo 1898. 
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för algebraiska irreduktibla bilder är själfklar, erfordrar en detaljerad diskussion. Hobn 

do 
visar yidare, att i en punkt där G^ — O, -~ =1= O, (?v+ O (v> 1), ett fundamental- 
system kan skrifvas under formen 

2, -•= (.G,(xy))9 (C, + Cl log G,{xy)) 



där kvantiteterna $ i en tillräckligt liten omgifhiug till det betraktade stället kunna 
utvecklas i serier af formen 

y %(x — a, y — h) 

I yår § 3 generaliseras detta till transcendenta singulära bilder i ett godtyckligt 
antal variabler, och inskränkningen till ordinära punkter på bilden borttages. Analogien 
med vanliga linjära difiPerentialekvationer leder till att särskildt studera det fall, då 
exponenterna p kunna väljas så, att samtliga funktionerna i förhålla sig regulärt i 
or --= a, y = b. Denna fråga har, under de förut angifna antagandena, blifvit behandlad 
af HoBN^ och FöCHS* har åt hans vilkor gifvit en enkel form genom att reducera sy- 
stemet i fråga på en viss normalform. Som Fucus^ bevis för möjligheten af en sådan 
reduktion är otillfredsställande, har jag upptagit frågan om reduktionen till ny be- 
handling i § 4, och i § 5 lämnas en fullt generell behandling af den förut nämnda 
frågan, hvarvid de af Horn och Fuchs bibehållna inskränkningarne i afseende på gil- 
tighetsområdet för resultatet visa sig öfverflödiga. 



§ 2. Allmänna satser om de singulära bilderna till mångtydiga ftinktioner. 

Innan yi ingå på studiet af lösningame till systemet (5) i omgifningeu af en 
singulär punkt till någon af koefficienterna, måste yi bevisa en del därtill behöfliga 
allmänna satser om mångtydiga funktioner. Vi inskränka oss härvid till sådana funk- 
tioner, hvilkas singulära punkter satisfiera någon af ekvationerna 

^ Ueber Systeme linearer Differentialgleichangen mit mehreren yer&nderlichen. Berlin, Mayer k 
HuUer, 1891. (Réaamé i Acta Math. 14). Zar Integration der Systeme etc. Math. Annalen Bd 42, 1892. 

2 Ueber lineare Differentialgleichangen, welche von Parametern unabhängige Sabstitntionagruppen 
besitzen. Berliner Sitzangoberichte, 1892 — 94. 
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Pt aHa -r. x^ dir 

|x,-x;K... |r.-jr.K... 

Dess* ic>kii:k3:i::£ar moriveras dinif. ajt vi i Muln» »l«^ir^« vih^sIutAUvU^ Wniikt* sx» 
stem loi med kc«effitiecter af mrionel bumkten hvilk;! allt^^ eri;^ l\\^i\^3i uv..Uh'^nV'^ 
ningmr' kunca framställas under fonueu 

där P och if äro beständigt konTergermttde jK^tensserier utH« ^^nuo«sHlW tHkt\M\ IV 
singulära bilder ri komma att betrakta äro d& de irreiluktibla <^se uedau"^ f«kt\mn«Ä 
till de olika funktionerna (>, och de båda ofvan upiv^tuUda villkon^n H)>^ d& U|^|^tyiKUv 

Man kan (Corsi», anf. st. teorem IX) bilda en hel funktion ^l^^r^ . ^ .» J\) »Äil«n 
att for hrarje inom ändligt område beläget ställe .rp«..«.r'4 

^Kx, X.) = f,Kx, x^ . ..f,\,i\ r^ r^^^-» - • » ^- ' <' 

i omgifningen (r,, . . ., rj till jj, . , ., Xh. Likheten <h -- O dotinierar alltså sumtli^ra do 

singulära bilderna. 

« 

Som bekant bilda de punkter, som detinieras af <ln«'o . . .» *%) ♦ <K «*ti tMulu 
kontinuum, hvilket utgör existensområdet fiir de Hertydigu funktioner vi betrakta, 

För den ifrågavarande undersökningen Ur begroppet inrflidilhrl htl finiktitii$ 
af grundläggande betydelse. 

En hel funktion ^(Xi, . . ., u\,), nom irhv stikntiv nolhttilhn inom \in\iliijl inn^ 
rade, d, i\ s, so7n icke är af formen <'^'<'*'m'» '"^ fV,» r^dnkiihvlt ttm dm rVr lika mvd 
produkten af tcå hela funktioner 9, och 'fj,, som hdda iitjti nollstiVlt^n iiittm dndliift 
område; i annat fall är den irreduktihel. 



' P. GOUSIN, Sur les fonctions ilo n vnrliililnii ooinpltixnt, A<*tK Mnlitniiinili*!! 10, Mk nHinldlill 
teorem X, eid. 87. 
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Nu gäller följande sats: 

Ow f (a?!, . . ., iF«) är en irrednktihel hel funktion ^ så är den analytiska bilden 

(10) 9(a;i,...,a:») = O 

monogen i Weierstrassisk mening. 

m 

Vid beviset antaga yi, att y icke är af formen ^(iCjj, . . ., ^«) ^^^*^*'*'*'■'"^ hvil- 
ket kan åstadkommas genom en linjär variabeltransformation. Då kan ~- ej bli noll 
i alla punkter, som göra y = O och som ligga inom ett gifvet område, huru litet detta 

än är. Ty antag, att så vore fallet; funktionen -- - är af rationell karakter och kan 
alltså skrifvas under formen 

där P och Q äro två hela funktioner utan gemensam divisor, d. v. s. hvilkas gemen- 
samma nollställen bilda ett kontinuum af (2« — 4) reella dimensioner *. Häraf följer 

där ^ är en hel funktion, och emedan <p är irreduktibel, så måste ^, som enligt 
antagandet har nollställen inom området i fråga, vara irreduktibel och Q sl{ formen 

^G(ari,...,a-„); * är såledcs en hel funktion, hvaraf följer, att y måste vara af formen 

r(a:2,...,x.)e'^^'»' ••''"\ hvilket fall vi uteslutit. 

Beteckna med Xi --= ^v(x2, . . ., a;„) (v = 1, 2, . . .) rötterna till ^ = 0; de för- 
hålla sig alla regulärt, så snart icke ^ = ^' Låt aj, . . ., a„ vara en punkt h. s. h. 
på (10); genom en linjär transformation med konstanta koefficienter 



^ Jfr CousiN, anf. st. eid. 29 ff. WRIKRSTBA88, Einige saf die Theorie der analytischen 
Funktionen mehrerer Veränderlichen sich beziehende Säize, Werke Bd. 2. 
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(i) ii = 2å ^ikipCk — ak) (/, fc = 1 . . . w), 

A- 

kan 9 bringas uuder formen ^ 

(11) ? = [si^ + ^, (s„. . .,6,) sr* + • • • + *^(««,. ..,««)] «*<^"- ••''"' = x.«*, 

där samtliga ^ är o potensserier, som konvergera för | £i | < S, . . . , | S„ j < 8, där S är 
tillräckligt litet, och ^i, . . ., ^m- äro noll för £2 = ' • • = S„ == 0. Låt oss välja 8j så 
litet, att för I $2 I < §1, . . . , I €« i < 81 hvarje rot Si till x = O uppfyUer vilkoret Ui | < 8; 
med A förstå vi området | Si | < 8, | £3 1 < 8^, . . . , | S„ | < 8, och med D det område 
inom gebitet för variablerna x^ som svarar mot A genom den linjära transförma- 
tionen (S). 

Som vi sett, bilda de gemensamma nollställena till 9 och ^ - - samt till 7 och 
oT-, som ligga inom I) resp. A» hvardera ett kontinuum af (2w — 4) reella dimensio- 
ner. Vi kunna alltså taga två punkter inom l\\ aj, . . ., a^ och aj, . . ., a^ för hvilka 

dy ^ . — 

X = O, men ^ ^ O, och sådana, att de motsvarande punkterna inom />: Oj, . . ., an 

och aj, . . ., «„, för hvilka tydligen y = O, icke uppfylla likheten ^- = 0. 

Låt 

a) Si = Äj + p (Sg — a,, . . ., S„ — a„) 

vara den (tydligen enda) rot till x == O, som för S2 = *2i • • • 1 S» = a« blir lika med a^, 
och 

a) a:, r= ai + ^ (x^ — cig, . . . , rc« — a„) 

den (också enda) rot till cp == O, som för X2 = a^^ . , .^Xn = an blir lika med 0,, 
och låt 

P) Si = äi + ^ ($2 — äjj, . . . , S« — a„) 

b) Xi = Gi + ^{X^ — ÖTg, . . .,^« — «n) 

ha samma betydelse med afseende på a^, . . ., a„ resp. »i, . . ., a». 

Ar nu P) en analytisk fortsättning af a) längs en väg, hvars alla punkter upp- 
fylla vilkoret | S2 1*^ 84, . . ., |Sn | <8i, så är b) en analytisk fortsättning af or). Låt 
nämligeii den omtalade vägen vara 



* WbiebstbasS) anf. st, Vorbereiiungssstz. 

2 
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^0^^^^ (v = 2,...,/?) 

där samtliga f äro reella kontinuerliga funktioner af den reella variabeln t, 

I hvarje punkt ^sCOi • • -i £n(0 P^ denna väg är den analytiska fortsättningen 
af a) konvergent för | Sv — Sv(0 I ^ p(0 (v = 2, . . ., w) och [»{t) har för ^o ^ ^ ^ ^ ^^ 
^ån noll skild undre gräns p. Bilda resultanten till de båda polynomen i ^^ 

1 dy dy dy 

och beteckna den med R{i^^ - . ., 4n); den förhåller sig tydligen regulärt för | $2 1 *^ §,, 
• • • 1 I Sn I ^ ^1 och vi kunna antaga, att den icke försvinner identiskt med afseende på 
£2. Då är det möjligt att bestämma två funktioner f^ och fn^i af samma art som 
de förut införda så, att för ^o^^^^i l/%(0 + ifn+*i{t)\<h^ samt 

(P) I f2 (O + ifn^2 (O - A (O " iU2 (O I < P 

(/?) Ä(f 2 (O + ifn^^ {t), . . . , A (O + '/2„ (0) * O 

och fsCO + ifn^^ito) = »2, fgC^) + 'A+2 (<i) = äg. På grund af (p) blir, om vi i 
de successiva analytiska fortsättningarna af a) insätta $2 = TsCO + ^fn+^{t\ Jv = f^{t) + 
+ '//i+vCO (v = 3, . . ., w), £1 ■= /*i(0 + »/n+i(0» <iär /*! och /*„+! äro funktioner af samma 
art som de förut införda, och i^ (to) = a^, $1 (/J = a^. Vi ha härigenom för £1, . . ., £» 
definierat en väg T, som i området för .rj,. . .,a:„ motsvaras af en väg C, som sam- 
manbinder a,, . . ., a,» med a,, . . ., «„, ligger inom Z) och på 'f = O, och för hvars alla 

dtp 
punkter, på grund af (B), ^ # 0. 

I hvarje punkt Xi (^), . . . , x„ (O på den sålunda bestämda C har man alltså 

och häraf sluter man utan svårighet, att Xi{t) + ^{x2 — 372 (O? • • • 1 ^n — 0Cn(t)) är en 

analytisk fortsättning af »i + '?3(a?2 — a^^ , , ,^Xn — a„), hvilket för t = ti bevisar vårt 
påstående. 

Efter dessa förberedelser är det lätt att afsluta beviset för vår sats. Låt oss 
nämligen antaga bilden y = O icke-monogen; man kan alltså indela rötterna X^ i två 
grupper, den ena innehållande X^ och alla X^ som äro analytiska fortsättningar af 
densamma, den andra omfattande de öfriga, alltså minst en rot. Om ekvationen X = ^ 
har två rötter $1 och i'\^ den förra genom transformationen (i) förbunden med ett X,^ 
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ur den första gruppen och den senare med ett X^ ur den andra, så kan enligt hvad 
vi nyss visade, i'\ ej vara en analytisk fortsättning längs en inom /\ belägen väg af 
i\. Men då bevisar man, alldeles som i teorin for algebraiska funktioner, att den i 
afseende på ^^ algebraiska ekvationen / = O är reduktibel i den mening, att 

Z ~ Zi • Za» 

^^^ Zii Za ^^^ polynom i £,, hvilkas koefficienter äro poteosserier i £2, . . ., £1, konver- 
genta fbr | S2 1 <^ S^ • • • » 1 5n | < 8j, och Xi = O ger alla rötter till / = O som genom 
inom ^ förlöpande vägar äro analytiska fortsättningar af i\ och således genom (i) 
förbundna med Xy tillhörande den första gruppen; X2 = ^ g®^ ^^ °^®^ -^v i ^l^n an- 
dra gruppen samhöriga rötterna. Genom införande af variablerna x öfvergå "/j och 
X2 i ^1 och ^2 resp., och genom att med den ena af dem sammanslå exponentialfak- 
torn i (11) kunna vi skrifva 

(12) ? = 4^1 . 1>. 

i omgifningen D tiU a^, . . ., a„. Utfor samma betraktelse för hvarje punkt inom änd- 
ligt område, hvarvid är att iakttaga, att man i omgifningen af vissa punkter pkf = O 
kan sätta ^^ eller ^^2 = 1» och att i punkter, där y =♦= O, ^i och ^^ antaga formen 
g^(a-, -a,,...,a:„-rt«). Äro ai,...,a„ och a'i,...,a'„ två punkter, for hvilka de mot- 
svarande utvecklingarne (12) ha ett gemensamt giltighetsområde, så följer af 

*i • ^2 = fl • f 2 
och af definitionen på de ingående funktionerna, att i detta område kvoterna —^ och 

y— bli hvarken noll eller oändliga. Man kan då (CousiN, anf. st. teorem IX) bilda en 
hel funktion fi(Xi,,,,^Xn) sådan, att i hvarje punkt 

?)i(a;i, . . .,x„) = ^i(a?i, . . .,a;„)^*i('i"-"^--»^»-«"^ 
och en annan hel funktion 92(^11 • • m^«) sådan, att i hvarje punkt ai, . . ., a» 

y2(iPi,...,^«) == ^2(a?l,...,a?n)e*^^^^-^»>—^«-'»«^ 

hvaraf följer 

^{Xi,,,.,Xn) = fl (a?,,. ..,a;„).'f2(x,,...,iCn).e^^-^»^-'^*"^ 

där G är en hel funktion, y är alltså reduktibel, ty både f j och f 2 hafva nollställen 
inom ändligt område, enär till hvar och en af de i det föregående införda rotgrup- 
perna hör minst en rot X^. H. S. B. 
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Låt oss nu med /"iCajj, . . . , Xn), f^ix^, , . ,^x,^ , , , beteckaa icke längre venstra 
membra i (9) utan deras distinkta, irreduktibla faktorer, hvarvid två faktorer af for- 
men y och ye^(^i>"'^») betraktas som identiska. De singulära bilderna 

(^loj / 1 \X\^ • • • » '^n) ^^ ^1 / 2 v^H • ' • 1 *^n) ^^^ "» • • • 

uppfylla de båda i början af paragrafen ställda villkoren; att det första är uppfylldt, 
inses omedelbart; att det andra också är det följer däraf, att om man i omgifningen 
D till en punkt a !,...,«« h. s. h. utvecklar den förut definierade <l> enligt formeln 
(11), så kunna tydligen högst (i af de irreduktibla singulära bilderna passera genom 
området Z). 

Betrakta en flertydig funktion F(rri, . . ., a?»), hvars singulariteter äro gifna 
genom bilderna (13); vi skola studera de förändringar, som ett gifvet element af funk- 
tionen undergår, då det analytiskt fortsattes längs en sluten väg C, definierad af 
ekvationerna (där alla 'f äro reella, kontinuerliga funktioner af det reella t) 

a-v = ?v(0 + «?ii+v(0 (v = 1, . . ., n) 

to < t <ti 
?ÅQ-=r(ti)- (v = l,...,2«) 

Man bevisar, på samma sätt som i teorin för fimktioner af en variabel S följande sats: 

Om vägen C kan kontinuerligt sammandragas till en punkt, utan att därvid 
öfverskrida någon singulär bild, så återföres vid fortsättningen längs C hvarje element 
af F i sig själft. 

Betecknas med Cv projektionen af C på ary-planet, kan satsen äfven formuleras 
sålunda: Om F icke har någon singulär punkt x^, . . ., a;» sådan, att samtidigt x^ lig- 
ger inom Cl,..., Xn inom C^, så medför fortsättningen längs C ingen förändring i 
något element af F, 

ri-P 

Antag nu, att a^, . . ., a„ är en punkt, där A = O, /"y 4 O (v > 1), ^ + 0. Om 

vi som nya variabler införa x = f{xu . . -i -^n), ajg. . . ., a;„, så kan Xy — ör^ utvecklas i 
en potensserie, utan konstant term, i x^ x^ — a^^ , . , ^ Xn — (in\ med omgifning till punk- 
ten GTi, . . ., a„ förstå vi i det följande ett område \x^ — «i | <^ p, . . • , | a;„ — ön | < p så 
litet, att inom detsamma denna utveckling är möjlig, och icke innehållande någon 
punkt, som tillhör en annan singulär bild. Uppfattas nu F som funktion af de nya 
variablerna, så har den i ifrågavarande omgifning den enda singulära bilden a; = O, 



^ Jfr t. ex. Hefftbr, Einleitung in die Theorie der linearen Di£ferentialgleichungenf Kap. 4. 
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• och den nyss anförda satsen visar, att om a-j, . . ., Xn i ouigifningen af ör^, ..., an ge- 
nomlöpa en sluten väg C, som är så beskaffad, att den kurva x därvid i sitt plan 
genomlöper icke innesluter origo, så återtager efter genomlöpandet af C hvarje element 
af F sitt utgångsvärde. Om vi med Hoen (Acta Math. 12 sid. 119) införa definitio- 
nen : en sluten väg omslingrar bilden ^f — O X gånger i positiv eller negativ led, om 
argumentet för den komplexa kvantiteten 9 ökas eller minskas med 2X7:, då variab- 
lerna genomlöpa den slutna vägen; så kunna vi uttala det vunna resultatet sålunda: 

Om, i omgifningen af en punkt a^, . . ., a„, där f^ = O, /^^ =t= O (v > 1), —^ =# O, 

variablerna genomlöpa en sluten väg, som icke omslingrar f^ = O, så öfverföres hvarje 
element B.t F i sig själft. 

Två slutna vägar i omgifningen af den betraktade punkten, som lika många 
gånger och i samma led omslingra fi — O, äro alltså ekvivalenta, d. v. s. medföra 
samma f<örändring i ett gifvet element af Fi, då variablerna genomlöpa de båda vä- 
game. Låt ai,...,a„ vara den förut betraktade punkten och a\^,,.^an en annan i 
omgifningen af r/^, ...,a„ och som uppfyller samma villkor som denna. Då äro, en- 
ligt det föregående, följande två vägar ekvivalenta: l:o) en sluten väg C i omgifnin- 
gen af a^, ...,a„ utgående från en punkt x\^.,,^xl och 2:o) en väg sammansatt af 
följande tre vägar: a) en väg L, som sammanbinder arj, . . ., xl med en punkt a:\, . . ., Xn 
i den gemensamma omgifningen till a|,...,a„ och «'i,...,a'„; b) en sluten väg C 
inom denna gemensamma omgifning utgående från x\^,.,yXn och som omslingrar 
fi=0 lika många gånger och i samma led som C; c) vägen L genomlupen i mot- 
satt riktning. I stället för vägen C kan man vidare taga en godtycklig med den- 
samma ekvivalent väg i omgifningen af a',, . . ., a\. 

Låt rtj, . . ., an och a\, . . ., a'„ nu betyda två punkter h. s. h., för hvilka/*i = O, 

-f^ 4= O, /l^ 4= O (v > 1). På grund af den bevisade monogeneiteten hos fi = låta 

dessa båda punkter förena sig medelst en väg, for hvars alla punkter f^ — O, 

^- # 0. Beteckna med 4> den förut definierade hela funktionen, dock denna gång 

bildad med tillhjälp af venstra membra i (13) i st. f. venstra membra i (9). Genom 
att på den angifna vägen taga ett ändligt antal punkter, så att två konsekutiva ligga 
tillräckligt nära hvarandra, och för hvar och en af dem utföra ett resonneraang, som 

är analogt med det sid. 10 förda med den skillnad, att i stället för ^ - träder den hela 

<I> ^ 

funktionen -^1 bevisa vi, att den nämnda vägen med fasthållande af begynnelse- och 
/i 
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slutpunkt låter kontinuerligt deformera sig i en ny väg, hvars alla punkter uppfylla* 

Q/» 

villkoren fy^ = O, -/-- #0, /*v 4= O (v > 1). På denna nya väg kan man nu inskjuta ett 

antal punkter a i , . . . , aj, (X = 1, . . ., w) emellan aj, a„ och a\, . . . , «'„ sådana, 

att af de härigenom erhållna {m + 2) punkterna hvarje efterf()ljande ligger i den näst 
foregåendes omgifning. Genom att successive på två efter hvarapdra följande punk- 
ter i denna serie utföra det sid. 13 gjorda resonnemanget inser man, att en sluten 
väg C i omgifningen af gTi, . . ., ^n utgående från en viss punkt icj, . . .,ic?, är ekviva- 
lent med den väg, som sammansättes af följande tre: en väg L, som sammanbinder 
a?J, . . ., a:2 med en punkt x\^ . , .,Xn i omgifningen af a\^.,,^an och som erhålles 
genom sammansättning af de (m + 1) vägar L, som erhållas vid den successiva an- 
vändningen af det nämnda resonnemanget; en sluten väg C i omgiftiingen af a\, ..., 
ttnj som utgår från x\j . . .^Xn och omslingrar A = O lika många gånger och i samma 

led som C; och slutligen vägen L genomlupen i motsatt riktning. 

Detta resultat kunna vi med Horn (anf. st.) uttrycka så: den flertydiga funk- 
tionen F(xi, . , ,^Xn) förhåller sig på samma sätt i omgifningen af alla punkter, där 



§ 3. Fortsättning. Användning på ISsningarne till systemet (5). 

Vi antaga im, att de mångtydiga funktioner Fj som vi i det föregående stu- 
derat, äro lösningar till ett system (5) med entydiga koefficienter; de singulära bil- 
derna (13) äro då de distinkta, irreduktibla singulära bilderna till koefficienterna i (5). 

Låt a^, . . ., a„ vara en punkt där /", = O, ^ M= O, /l^ + O (v > 1) och beteckna med 



z t^ •■•,«& 



m 



ett fundamentalsystem till (5), definieradt t. ex. genom sin potensserieutveckling i en 
icke singulär punkt a:J, . . ., Xa i omgifningen af aTj, . . ., a». Vid den analytiska fort- 
sättningen längs en från x^^, . . ,, Xn utgående sluten väg i omgifningen af a^ , . . ., a», 
som en gång i positiv riktning omslingrar den singulära bilden fi = öfvergå 2:4 , . . ., 2r« i 

resp., hvilka fortfarande utgöra ett fundamentalsystem; man har alltså 
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(U) 



^1 = öfii^Tj + • • • + Cl\mZm 



Zm = »«il^i + • • • + dmmZm 



där a,* äro konstanter hvilkas determinant är skild från noll. Vi skrifva äfven, fÖr 
korthetens skull, denna relation under formen 

(^.) = ^(^x)- 

Det i förra paragrafen härledda resultatet antager nu följande form: om 6r'i, . . ., a'„ 
är en punkt h. s. h. uppfyllande samma vilkor som ai,...,a„, och z\ erhålles ur 
0.^ (x = 1, . . ., m) genom analytisk fortsättning längs den där beskrifna vägen L, så är, 
om variablerna genomlöpa en från x\^,.,^Xn utgående sluten väg i omgifningen af 
a'i , . . ., a„, h vilken en gång i positiv led omslingrar /"^ = O, och z\ därvid öf ver går i z\^ 

z^ = A{z yj, 

där A är samma linjära substitution som i (14). 

Vi ha nu blott att tillämpa den klassiska teorin för fundamentalekvationen 



(15) 



an — s, ai2, . . ., a\m 

«21i a2'2 — «, . . ., fl2m 



ötml , am2 » • • • 1 anim S 



= 



för att inse, att det finnes ett fundamentalsystem med egenskapen 



Zi = 0)1 ^1 



= (Oi 2^2 + Sj , 1 2:1 



(16) 



^Xi + 1 = ^2^X, + l 

^Xi +Xi = ^2 ^Xi +X2 + sx., - 1, 2 ^Xi +X2 - 1 



då a>i, . . ., (Or beteckna de olika rötterna till (15) med multipliciteten X^, . . ., Xr resp.^ 
och då samtliga e betyda O eller 1. 
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Häraf sluter man följande framställning för fundamentalsystemet i fråga: 



_ /-Pi 



zi =fr.^u 



1 



— /".p» 



Z^l =fr(f2,l + 61,1 ^'fl,l) 

+ % -1,1- % - 2, 1 • • • Sj^ 1 — 1 j^ ?>i^ 1) 

• I * 

— /".Pä 



%-\-i = fr9i,. 



där 



(18) 






och i (17) förhålla sig samtliga ^ entydigt vid analytisk fortsättning längs hvarje sluten 
väg af det i det föregående betraktade slaget. 

Vi skola nu betrakta funktionerna 9 i omgifningen af en punkt aj, .. ., a„, 

där /"i = O, j^ = O, /;=|=0 (v> 1). För detta ändamål skola vi begagna oss af föl- 
jande sats: 

Om i en viss omgifning till en punkt a^ , . . . , a„ genom hvilken passera två 
distinkta (men ej nödvändigt irreduktibla) bilder ^ = O och y'= O, en funktion F{Xi , . . . , a;») 
förhåller sig regulärt då 9 =1= O, f=\= O och entydigt i hvarje punkt där ej samtidigt 
^ = y'= O, så är F entydig inom en tillräckligt liten omgifning till a,, . . ., a». 

Låt oss välja koefficienterna i det förut betraktade variabelombytet (i) så att 
9 och f' för v = 1, . . . , w låta skrifva sig under formen 

= Xv • « 

* 

och betrakta det gemensamma giltighetsområdet för dessa utvecklingar. Beteckna re- 
sultanten till de båda polynomen i Sy Xv ^^^ Xv ^^^ -Ry(;i, . . ., Iv_i, $v+i, . . ., £„); 
den är för v= 1, . . ., n tydligen regulär och icke identiskt noll, enär de båda singu- 
lära bilderna 9 = O och y' = O förutsättas distinkta. 
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Låt 

(a) * 'o ^ ' ^ h 

fÅto) + «T.+v(U = Uih) + ifu^Åtx) = < 

vara en inom det betraktade området belägen sluten väg, som ej skär någon af de 
singulära bilderna, så skola vi bevisa, att den analytiska fortsättningen längs densamma 
återför hvarje element af F i sig själft. Om vi med [»^{t) förstå den största kvantitet 
så beskaffad att den analytiska fortsättningen af hvarje element af F i punkten 
iS\ . . . , Ut) konvergerar för | S^- ijit) \ < p,{f) (v = 1, . . . , n), så har, för ^o ^^^h, p,(t) 
en från noll skild undre gräns p|. Vi kunna då välja a^ så att ja^ — ^il^^Pi ^^^ 
^2(^11 ^31 - • M ^n) icke är identiskt noll i afseende på £3, . . ., £„, och vidare kunna vi 
finna analytiska funktioner /"vi Tfi+vC^ ~ I1 • • •' ^0» som förhålla sig regulärt för de 
ifrågakommande ^-värdena, sådana att för tQ< t< t^ 

ifvW + «r,.v(o - fÅt) - ifu.-M) I < h 
xi(«i. r»(') + ifnMt) r«o) + »T»«(o +0 

X'.(ai, f'Åt) + ifn^t), . . ., /"»(O + if,n{t) # o 

(i?,) Ä. (/', (O + ifn^t) f,. (O + ifu (t) + o 

och f\(to) + ifn.iito) = <x„ f\(to) + if'n,,ito) = /"v(<i) + ifuM- !>& är vägen (a) 
ekvivalent med sammanfattningen af följande tre vägar: l:o) en väg L inom omgif- 
ningen p^ till a^, . . ., a^ som sammanbinder denna punkt med utgångspunkten för vägen 

(b) definierad af 

(p) «v = TvCo + »r„+v(o (v = ],...,«), 

2:o) vägen (b) och 3:o) vägen L genomlupen i motsatt riktning. Om vi ha funnit de 
förändringar elementen af F undergå vid fortsättning längs vägen (6), kunna vi alltså 
därur omedelbart af läsa resultatet af fortsättningen längs vägen (a). Låt oss nu kon- 
tinuerligt deformera vägen (b), i det vi låta vägen för £} sammandraga sig i punkten 
otj, hvilket sker t. ex. genom att sätta 

och låta det reella t aftaga från 1 till 0. Vid denna deformation af (b) öfverskridas 
de singulära bilderna ett ändligt antal gånger, enär funktionerna f förhålla sig regu- 
lärt för tQ<t<t^^ och på grund af (ÄJ sker öfverskridandet endast i sådana punkter 
där f och 9' ej samtidigt äro noll, och där alltså funktionen F enligt antagandet för- 
häller sig entydigt. Vägen (b) är alltså ekvivalent med vägen 

8 
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Si = «i 

^'''^ i. = fvC) + »r,.v(o (v = 2,...,H). 

Låt nu pf ha samma betydelse med afseende på denna väg som p^ för vägen (a), 
oij valdes så att R^ioL^^ £3, ..., £„) icke var identiskt noll; då kan ej heller någon af 
Äv(*i' • • •-• ^v-M 5v+i, . . ., £«) (v = 3, . . ., n) vara identiskt noll. Tag ett a^ sådant att 
1*2 — ^2(^0) "" 'y«+*i(^o)l *^ Pi och ÄsC^Xj, ag, $4, . . ., S„) icke är identiskt noll; vi 
kunna då, liksom vägen (a) ersattes med vägen (6), ersätta (b') med en sluten väg 

(.) . ^' = "' 

Sv = TvO) + «rUv(o (v-2,...,«) 

sådan att f\{t(i) + ifn+iito) = a^ och för <o "^ ^ 5r^ ^1 

ir'v(o + *r"„.v(o -- TvCo - »/"».vW 1 < p* 
(Ä,) Ä2(«. , /""aco + »r»+.(o, • • ;f"nit) + »n»(o) * o 

och vi kunna på liknande sätt som förut deformera denna väg i den därmed ekvivalenta 

£1 = «! 

(c) ' Sa --. ag 

$v = rv(0+^rn.v(0 (v = 3,...,«). 

Genom att fortsätta på detta sätt komma vi slutligen till en väg (/') som ut- 
göres af en enda punkt J^ = aj, . . ., $„ = a„; fortsättningen längs (I') återför alltså 
h varje element af F i sig själft, och genom att i omvänd ordning betrakta den så er- 
hållna vägkedjan (a), (i), (ft'), . . ., (O? C) inses, att den analytiska fortsättningen längs 
(a) återför hvarje element af F i sig själft. F förhäller sig alltså entydigt i den be- 
traktade omgifningen till punkten Oj, . . ., a„, i h vilken punkt samtidigt f = 9' = 0. 

H. b. D, 

Betrakta nu en h. s. h. af funktionerna y i (17), så uppfyller den, i en om- 
gifning så liten till stället a^, . . ., a„ att i densamma ingen punkt tillhörande en annan 
singulär bild förekommer, den nyss bevisade satsens förutsättningar i afseende på bil- 

derna A " O och .' * -- 0. Funktionen förhåller sig alltså entydigt i omgifningen till 

För att erhålla allmänna analytiska uttryck för funktionerna y, skola vi an- 
vända följande sats, som i viss mån är analog med Laurents teorem: 
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Låt ^ (iCi , . . . , Xn) vara en hel* funktion hvars irreduktibla faktorer alla äro 
distinkta; låt a^, . . ., a„ vara ett nollställe till ^ och F{Xi^ . . ., a;„) en analytisk funk- 
tion som är entydig i en viss omgifhing till denna punkt och förhåller sig regulärt 
utom då ^ (a;i , . . . , a?«) =^ 0. Då kan F i en tillräckligt liten omgifning (r) till aj , . . . , a„ 
utvecklas enligt formeln 



(19) F = 2 



v=0 



[^(ät,, ...,a;«)p 



där ^y äro potensserier konvergenta inom (r), och serien (19) konvergerar likformigt 
inom bvarje område som ligger helt och hållet inom (r) men icke innesluter någon 
punkt där ^(x^^ . . . , Xn) = 0. 

Genom variabelombytet (£) öfverföra vi ^ på formen 

hvarefter vi sätta 

(20) Z(£i,...,i.)-$ 

och bestämma kvantiteterna 8, S^ så små att for | £ | < S, | S^ | < S^ (v = 2, . . . , «) hvarje 
rot till den i ii algebraiska ekvationen (20) är tillräckligt liten for att göra serien 
^(£i,...iSn) konvergent, och att de genom substitutionen (£) mot de betraktade 
4i , . . ., gn-värdena svarande a?, , . . ., a?„ falla inom den omgifning till öj , . . . ,'a„, inom 
hvilken F är entydig. 

Diskriminanten A($, £2» •••»£") ^^^ ekvationen (20) är icke identiskt noll, då 
den ju för £ = O reduceras på diskrimanten till polynomet /, som enär de irreduktibla 
faktorerna till ^ förutsattes distinkta icke är identiskt noll. Rötterna till (20) 

(^1) ^11 (%? ?2 1 . . .1 611)7 • • •» 6lji(6? 621 • • • 1 énj 

äro således i allmänhet skilda från hvarandra; låt oss sätta F{xi , . . . , a?») = f{ii ,...,£„) 
och 

(22) /•(£,,... ,S«)==A(^. Sa. •.MW + $t.^i(S,5a,...,$») + --- + Sr'^f.-i(£i£ai---iU 

. för £1 = Su , . . . 1 $i„- Härur erhålles A^ (X — O, . . . , [jl — 1) under form af en viss 
determinant dividerad med A(S, Sj, .. .. 5«), h varur man sluter att A^^ är en entydig 
funktion af S, £,,...,{„ inom det betraktade området och förhåller sig regulärt utom 
för S = O eller A(S , £j, . . ., £„) = 0. Man har emellertid följande sats: om i uttrycket 
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1 



n c^'- - <*) 



A = l, • . . I fl— 1 






där ^, , . . . , ^„ antaga värden for hvilka fx^^-tfn förhålla sig regulärt, ^j, . . . , f^ inde- 
finit närma sig t^ under det t^^ ^x+n - * m ^» förbli skilda från hvarandra, så närmar 



sig ofvanstående uttryck gränsvärdet (då f\{t^) = 



dt, 



etc.) 



1 

:i .2 . . .'% — 1 



1 



n (^'- - ^^) 



X < I > * 
A; = X, .... n—\ 



f\ (^l)i • • M /« (^i) 






Använda vi denna sats — hvilken lätt bevisas genom utveckling vS fy{ti\ ..., 
fn(ti) efter potenser af ti — ty för e = 2, . . ., x och användning af elementära deter- 
minantsatser — på funktionerna Ay^ , så finna vi att de närma sig ändliga gränsvärden 
då £,£,,..., £„ närma sig ett värdesystem för h vilket A = O utan att 1 = 0. Men då 
måste ^) förhålla sig regulärt för detta värdesystem ^ J^ ^^^ alltså den enda singu- 
lariteten 1 = och kan således utvecklas i en Laurents serie 



(23) 



v = ^ 



där ^{ förhåller sig regulärt i hela det betraktade området, hvilket äfven är fallet 
med funktionerna a-^^ (Sj , . • . » C») såsom synes af formeln 



(24) 






där integrationsvägen är en cirkel | 4 1 = P hvarest p < S. Formeln (24) visar, att 
serien ^ — ^ är likformigt konvergent för | $ | > s, där s är en godtyckligt liten po- 

sitiv kvantitet, och | £ J < 5', < 8, , . . . , 1 5„ | < 5', < 8,. Af (23) erhålla vi 



^ Wkiebstrass, anf. st. sid. 158. 
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(25) m,,...A.d=T-^^^^^t'^--~'l^-'~ +^2+x«.+-+j;-.r^ 






hvaraf, om vi återgå till variablerna x^^ . . .^ Xn 

^^(Xi — a\^ , . ,. Xn — ««) 
v=0 






[^(Xi, ..., x„)p 



och på grund af denna series bildningssätt ur serierna (23), inses att den har de i 
teoremet angiftia egenskaperna. 

Sätta vi 4^ = /*, , så erhålla vi på grund af denna sats utvecklingar af formen 
(19) för samtliga y i (17) i en viss omgifning till hvarje punkt a, , . . ., a,! där /*, = O, 
/■, + 0(v>l). 

Emedan koefficienterna i vårt system antogos entydiga, så få vi i en punkt 
där t. ex. /", = O, /"j = O , . . . , /f = O, för nämnda koefficienter utvecklingar af formen 
(19), då vi sätta 'J> = A . A-'- • -U 



§ 4. Reduktion af systemet (5) på normalformen. 

« 

Om man känner ett fundamentalsystem ^j,...,^», till ett system (5), så är 
detta icke därigenom entydigt bestämdt, ty man kan ju på oändligt många sätt välja 
systemet af grundderivator D^z^ . . ., />«j?, medelst hvilka hvarje derivata af z kan lin- 
järt uttryckas med tillhjälp af (5) och de därur genom derivation härledda ekvatio- 

dz d^~^z 

nema. Kan man som grundderivator välja z^ ^''''y^-i' så kan systemet (5) 

skrifvas mider formen 

(26) 

7x, = ^"- ^^P + • • • + i'-- ^ ('■ = 2, . . ., «) 

och emedan denna form dels till det yttre framhåller analogin med vanliga linjära 
differentialekvationer, dels och i följd häraf en betydlig formell förenkling i de föl- 
jande utvecklingarna ernås, om vi lägga detta system till grund för desamma, skola 
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vi betrakta (26) som en normalform, till hyilken vi skola söka reducera hvarje sy- 
stem af formen (5). 

Flths har uttalat följande sats ' : livarje system (5) kan genom differentiatio- 
ner och eliminationer bringas på formen 



dz_ 
dxk 



ii) 



+ f:i 



d^-h 






+ '"+P':l^ = 



= fil j^^i + "' + plii^ (* ^ 1 f ~ 1 , t + 1 , . . . , «) 



for i = 1, . . .,«, hvarvid ji < antalet linjärt oberoende lösningar m till (5). 

Denna sats är emellertid oriktig, så snart m > 2, och det af följande skäl : 
med stöd af det i § 1 gifna existensteoremet inses, att hvarje lösning till ofvanstående 
system kan linjärt uttryckas genom \i lösningar hvilkas determinant 

dz^ d^-' z, 



<27) 



J[)(2f,, . , .^Z^\Xi) = 



^' ' dXi ' 

^' ' dxi ' 



d^Zj^ 

dx\^-' 



dz^i 



d^-^ 



z^ 



dxl'-' 



icSe är identiskt lika med noll. För att ofvanstående system skall vara ekvivalent 
med (5), är alltså nödvändigt och tillräckligt, att \l — m och att, om 2*,, . . .,0„, är ett 
fundamentalsystem till (5), D{z^^. , ..z», \ xi) =# 0. 

Betrakta först fallet m = 2; då kunna icke alla determinanterna D{zi^ z^ \ xi) 

{i = 1, . . ., n) vara identiskt noll, ty då vore y- j ^1 = O (j = 1, . . ., w), så att z^ = 

konst. ^1, hvilket är omöjligt, enär z^ och z,^ bilda ett fundamentalsystem. Den Fucas^ska 
satsen är alltså riktig för minst ett värde på i. 

Men för w>3 existera oändligt många system, for \i\\\hsi, D{Zy^,,,^Zm\xi) = O 
för i == l,...,w, och för hvilka den Fucns'ska satsen alltså är oriktig. Vi behöfva 
endast citera följande enkla exempel 



dx 



dxöy 



dy' 



' Anf. afh., Berliuer SiizungBberichte 1892, sid. 167—68. 
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som tydligen har fundamentalsystemet 

2?! = 1, 2?2 ^= ii?^ ^S ^^ !/• 

Detta ekvationssystem blir oförändradt, om man på x och y utför en linjär 
transformation med konstanta koefficienter, hvilket uppvisar oriktigheten af en sats, 
som jag förut har uppställt ^ som ersättning för den FucHS^ska. 

Det låter utan svårighet visa sig, att man genom att införa nya variabler 
$1, .,.,$n i st. f. a;i, ...,Xn kan bringa systemet (5) på normalformen i afseende på 
de nya variablerna (i det anförda exemplet kan man t. ex. sätta x = i^^ y = i + r[) 
och att det i allmänhet är tillräckligt att antaga £i, ...,£}i som linjära funktioner af 
07],..., x„, i det att de system (5), som ej genom något linjärt variabelombyte kunna 
bringas på normalformen, kunna på ett enkelt sätt explicite framkonstrueras. Vi skola 
emellertid här nedan framställa en annan reduktionsmetod, som är särskildt afpassad 
för tillämpning i andra delen af föreliggande arbete. 

Sätt 



(28) 



Z^ = A^ (Xj, . .-., Xn) DiZ^ + ' ' ' -i- Afn{x^^ . . ..Xn) DmZ^, 



för v = 1, .... ^w och sök att bestämma J,, . . . , -4m så, att Zj, . . ., Z« bilda ett fun- 
damentalsystem till ett system af formen (26). Genom att derivera (28) och med till- 
hjälp af (5) uttrycka alla uppträdande derivator af z^ i D^ z,^^ . . , Dm z,, erhålles 



(29) 

där 
(30) 



^= A('^'D,z, + -'- + /:^D„z, 






(X = o, 1, . . ., m — 1) 



(% = 1, . . ., m) 



hvarest iJ^^ är en linjär homogen funktion af ^j,..., Am och deras derivator i af- 
seende på Xi till och med ordningen X — 1, hvars koefficienter äro hela rationella 
funktioner af koefficienterna i det genom (7) ur (5) härledda systemet (3')och deras 
derivator. Af de m första ekvationerna (29) erhålla vi 



(31) I>(Z„...,Z,„|a;0 = 



A, 

A^ 



A 

, . . . , .CM. 

A 
, . . . , XI 



m 

(1) 
m 



('«-!) 






(TO-1) 

m 



^l Z\ 1 • • • ? ^m Z-Y 
J-^l ^2 1 • • • ? J^m Z^ 



•Lf\ ^m » • • • 1 -Lfm Z 



m 



^ Gbönwall, Om syatem af lineära totala differentialetcvationer, öfvers. af K. Y. Å:8 förhand]. 
(Stockholm) 1895. 
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och vi ha att uppvisa, att venstra membrum icke är identiskt noll, hur man än väl- 
jer ^i,...,^m- Detta bevis föra vi genom att sätta 

(32) A^ = (xj— a.y- » (x = 1, . . ., nt) 

där d] är sådant, att i en punkt aj,..., a„ samtliga koefficienter i det ur (5) här- 
ledda systemet (3') förhålla sig regulärt. Då har man, enär koefficienterna för deri- 
vatorna af ^,, . . ., i4« i i^^x förhålla sig regulärt i punkten a,, . . ., a» 



A 



a)\ 



= o 



om X < X — 1 



/.T| — - rt| , . . . , 



Xn -~ an 



M) 



= X — 1 om X = X — 1 



och determinanten af kvantiteterna A^^ har alltså i punkten a,,...,an värdet |l_-i2 
. . . | x — 1. Å andra sidan har den sista determinanten i (31) för X| = a,, . . . , x» = a» 
ett från noll skildt värde, då Z\^...jZm bilda ett fundamentalsystem till (5). För det 
i (32) träffade valet af ^i, ...,A« är alltså Z>(Zi, . . . , ^« ' a:i) icke identiskt lika 
med noll. 

Låt oss nu antaga, att vi bestämt A^^ . , . ^ Am så, att (31) icke är identiskt 
noll; då bilda Z^, . . ., Z^ ett fundamentalsystem till ett system af formen (26), hvars 
koefficienter äro: 



i^Vl = 



-1 



/>(Zi, . . . , Zn, , a:i) 



(33) 



^/t , • • « , , , _^____ 

fi^m—y—\ /i^ym /?'*.»•— v+1 



^^».-V-1 (^^n 



^^m-V+l 



Zta , 






é/^»,-V-l ^rj^m 



m 
- , • . 



2\i 



1 



D(Z\, . . .,Z„\xi) 



z,. 






._ , 



ÖXi 



dx'!^- 



v-t-l 



^«, 



^'"-^-»z. dz^ r?«-v+iz,„ 



^^„-V-l ^^. ^^m- 



V + 1 






d'^-'Zm 

dx"^-^ 

d-^-^Z, 
dx"^-^ 



d-"^ Z, 
Öx^~^ 



v = 1, . . ., »w; t = 2, . . ., w. 

Genom att i dessa determinanter insätta uttrycken (28) och reducera med hjälp 
af (5) finner man utan svårighet, att koefficienterna p äro rationella funktioner af 
-4i,...,-4w, af koefficienterna i (5) och deri vätorna af alla dessa kvantiteter till och 
med en viss ordning (som lätt befinnes vara <m — 1). Af (29) erhålles D^z^^ ut- 
tryckt i Zyt 
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1 «'^'o'Det.(^f) é'^z. 



(34) D^Z^ = j-jrr, 2 -\r' • r (X, v = 1, . . . , f») 

och (5) tillåter oss sedan att linjärt uttrycka z^ och hvarje dess derivata i Z^, ..., 



I följande paragraf skola vi sysselsätta oss med under formen (26) gifna sy- 
stem. Det första af de i § 1 för existensen af ett fundamentalsystem uppställda vil- 
koren är tydligen uppfylldt, i det hvarje derivata af z låter uttrycka sig linjärt i 

dz d^ — ^ z 
z, Tj — ^ • • • 1 ö ^' Det andra villkoret, som här fordrar likhet mellan derivatorna 



dx';*dxi dxidx'l' 

■ d'z , d'z 
och 



(e, 4 = 2, . . . , m) 



dxi äxk dxk dxi 

tager sig uttryck i ekvationerna 

(35) (/, Ä; = 2, . . . , ;0 

som skola reducera sig på identiteter i afseende på z^ ^ — i • • • > ^^^_^ efter elimination 
af de öfriga derivatorna med tillhjälp af (26). 

Integrahilitetsvillkoren (35) äro tydligen uppfyllda, om (26) genom transfor- 
mationen (28) är härledt ur ett system (5), som äger ett fundamentalsystem af lös- 
ningar. 



§ 5. Om lösiiingarnes bestämdhet. 

De framställningsforraler för lösningarne till (5), som vi erhållit i § 3, äro 
fullkomligt analoga med motsvarande formler i teorin för linjära differentialekvationer 
i en oberoende variabel. Man vet, af hvilken fundamental betydelse frågan om lös- 

4 
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ningarnes bestämdhetsforhållande i en singulär punkt är för denna teori. Den påpe- 
kade analogien leder helt naturligt till att söka generalisera bestämdhetsproblemet till 
system af formen (5), och det under följande form: 

Uvilka äro de nödvändiga och tillräckliga vilkoren för att samtliga f i for- 
meln (17) förhålla sig regulärt ' i hvarje punkt, där ^ = O, /; =*= O (v > 1) ? Ett an- 
nat, skenbart allmännare problem kan formuleras så: När förhålla sig alla ^ i (17) 
regulärt i en bestämd punkt aj, . . . , a„, där /i = O, /"^ =# O (v > 1)? 

I denna paragraf skola vi först lösa detta andra problem för en punkt ai, . . . , a», 

där fl = 0, ;. = O, /;^ 4= O (v> 1) och sedan uppvisa, att vi i och med detsamma 

hafva löst det första problemet. Vi kunna antaga vårt system reduceradt på normal- 
formen, ty enligt § 4 existerar det ju alltid entydiga funktioner ^i,...,^„ — t. ex. 
(32) — , som förmedla denna reduktion, och då bli ju koefficienterna (33) entydiga, 
då vi antaga, att koefficienterna i (5) äro det. Vi kunna vidare, liksom förut, an- 
taga, att f] ej är af formen /"(xg, . . ., a:„)e^^*^»^ •''"^ då ju detta kan undvikas ge- 
nom att på variablerna utföra en linjär transformation och reducera det så erhållna 
systemet på normalformen. 

Låt rtj, ,a„ vara en punkt, där f^ == O, y^=l=0, f.,=\=0 (v>l) och inför 

såsom oberoende variabler 

Då är Xi en funktion af x, x^, . . ., x„, som förhåller sig regulärt för 

I o: I < 5, I a:g — Og I < §1, . . .7 | ir„ — a„ | < 5i 
Låt resultatet af variabelombytet i (26) vara 



(36) 



()z _ d-—'z ■ p , 



( j = 2, . . . , n) 



hvarvid 

\öxj 

^ Antagandet, att aUa tp vid framBtällning enligt (19) innehåUa ett ändligt antal negativa po- 
tenaer af f,, ar endast skenbart allmännare, då ju formeln (18) bestämmer p^ endast på hela tal när. 
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där A äro hela rationella funktioner af f^ och dess deri vätor i afseeude på x^. Om 
vi i den första af ekvationerna (36) betrakta a;^, . . .,a;„ som parametrar, så har denna 
ordinära linjära differentialekvation inom omgifningen § till origo ingen annan singu- 
lär punkt än a; == O, om §, Si äro tillräckligt små. För att lösningarna till systemet 
(26) skola förhålla sig bestämdt i omgifningen af punkten ai,. . .,a„ fordras, att den 
första af ekvationerna (36) har a: -~ O till bestämdhetsställe, enär Zy^ . . ,^Zm bilda ett 
fundamentalsystem till denna ekvation. Denna måste alltså^ låta skrifva sig under 
formen 

(38) D{z) =-- X- ^^,„ + x-'^ %{x,x, - a,, ,..,x„- an)^„-, + • • • + 

där ^i, . . ., $m äro potensserier, som konvergera inom området i fråga. 

Detta nödvändiga villkor är också tillräckligt för att systemet (26) skall för- 
hålla sig regulärt i omgifningen af punkten ai,...,an. Ekvationen (38) äger nämligen 
ett fundamentalsystem af formen 

Z^^x^'-,P,,{\o^x) (a=l,...,>w) 

där koefficienterna i polynomet P^^ äro potensserier, som ej alla bli noll för a; = O, 
och talen p^ äro rötterna till ekvationen (där ^^o = 1) 



•m 



(39) /•, (p) = 2 *»- JO, X, - a„ . . . , a:. - a,) p(p - 1) . . . (p - x + 1) = O, 

X = 

hvilken kallas den determinerande fundamentalekvationen till (38). 

Men dessa rötter p^ äro genom relationen (18) förbundna med rötterna till 
fundamentalekvationen till (38) i afseende på den singulära punkten a; = O, d. v. s. 
då denna ekvation är invariant om vi utbyta fundamentalsystemet Zi, ...,-^n, mot 
^i,...,^m, så sammanhänga {j^ genom (18) med rötterna till (15), och äro alltså obe- 
roende af Xf^ . . ,, Xn- 

Låt oss nu närmare undersöka funktionerna Zi, . . . , -^,». Vi sätta med Fho- 

BRNIUS: 

d(xO = xPAx,p), 
där 

f{^. P) == 2 '^«-x(^. aJg — rr, , . . ., x^ - an) f>(r> — 1) . . . (f. - x + 1) - 2j ^>^ ^^'^ ^^ 

^ Jfr for allt defc följande Fbobbnius, CreUea Journ. Bd 76 eller SchlE81N(;eu, Handbuch der 
Theorie der liaearea Diiferentialgleichangen I, Vierter Äbschnitt. 
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och bilda serien 
(40) 



.'/(a;,p) = 25'v(f')^^ 



+ V 



v=0 



där go(p) är arbiträrt och de öfriga beräknas enligt formeln 

(*1) ^vo(p).^o(p) + «vi(p)i7i(p) + • • • + «vv(P)fl'v(p) = O 



(v = 1, 2, . . .) 



med beteckningen 
(42) 

och således särskildt 



«.x(p)=/*/-x(p + ^) 



«vv (p) = /"o (P + *•'); 



öyvCp) är således, emedan rötterna till (39) voro konstanter, oberoende af jc2i--m^«- 
Af (41) erhålles 

(-iy'?o(p)Av(P) 



.<7v(p) = 



öfn(p) «aa(p)i •••. «w(p) 



där 



Äv(p) = 



«io(p)^ «ii(pX o,..., o 

«ao(p)i «^ai(p)i <3Ja2 (p), . . . , O 

« -1.0 (p), av~i,i(p), r?v-i.2(p), ... 1 av-i.v-i(p) 

avO (p), övl (p), Öv2 (p), . . . , öv. v-l (p) 



Ar alltså N ett helt tal större än det absoluta beloppet för skillnaden mellan 
två rötter h. s. h. till (39), så äro, om vi sätta 

(43) goip) - a,i(p) asy(j[j) 

de ur (43) och (41) bestämda g^(p) alla ändliga då p ligger i närheten af en rot h. s. h. 
till (39), och de äro vidare potensserier i a;2 — a2 , . . . , o;» — «n. 

Man bevisar, genom användning af Fbobbnics^ metod (anf. st.) att den med de 
nu bestämda g.,({j) bildade serien (40) är likformigt konvergent för 

\x\<8'<S,\x,-a,\<8\<S, (v = 2,...,n), |p-pj<s 

där 8' och 5'i äro tal h. s. h. resp. mindre än 8 och S] , p^ en godtycklig rot till (39) 
och s en tillräckligt liten kvantitet. Man har alltså 



' v-o' ' 



+ (Oi -^pf^M- • log a; + • • • + ^^(p) (logx) j x^ . 
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Vi indela nu rötterna p^ i grupper, af hvilka hvarje innehåller alla rötter som 
skilja sig från en af dem med hela tal; låt 

vara de olika rötter som innehållas i en dylik grupp, så att 

'•x = ^>+?x» 7^ --= helt tal, = q^<q^^,<'"<q^ 
och låt r^ vara en X^-faldig rot. Då äro uttrycken 

f^*i7(^i P)\ i — K — K ^x-i =0, 1,...,X^— 1 



(45) 



¥ /. = ,. X = O, ],..., [1 



lösningar till (38), enär man på grund af (41) har D{g{x^ p)) = ö^o(p)A(p).^^. 

På grund däraf att goip) enligt (43) är oberoende af X2, . . ., örn inses genom 
att upprepa Fbobbnius' diskussion (se Schlbsinoer, 1. c. p. 172 — 177) att sammanfattningen 
af de till de olika rotgruppema hörande uttrycken (45) bilda ett fundamentalsystem 
J?i, . . ., ifm till (38), och det hvilka värden inom det betraktade området man än ger 
åt de i (38) uppträdande parametrarne Xi, . . ., Xn- 

Låt oss nu återvända till systemet (36); dess fundamentalsystem 0i,...,^i» 
utgör som vi veta ett fundamentalsystem till (38), alltså 

(46) 2:^ = 2 ^a?(^2' . . . , ^n) . ifp. (a, p = 1, . . ., m} 

P 
Insätta vi i (36), så erhålles 

hvaraf, om vi differentiera (m — 1) gånger i afseende på x och lösa de så erhållna 
ekvationerna i afseende på ^ — -: 






där hvarje A^o^ är produkten af 7.7^ ^-^—\ ™cd en determinant, hvars ele- 

ment förhålla sig regulärt inom det betraktade området utom för x = 0. På grund af 
det förut om ^1, . . ., ^m bevisade är 2>(^i, . , ,^ ZJx) inom nämnda område skild från 
O och 00 utom för a; = 0; den enda singulära bilden för ^^o^ är således a? = 0. Men 
enligt (46) är determinanten af C^p skild från noll; vi kunna alltså ur (47) erhålla 
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A^Q^ uttryckta i C^o och deras derivator, d. v. s. de äro oberoende af x. Således för- 
hålla sig A^^. alla regulärt för \x^ — ^v I "^ ^i (^ = 2, . . . , n). På grund af existens- 
teoremet i § 1 är detta då också fallet med alla C^c^ och ur (46) följer då, att ;?i , . . ., ^n 
förhålla sig bestämdt, då Zi , . . . , Z„ göra det. Det förut uppställda nödvändiga vil- 
koret för bestämdheten är alltså äfven tillräckligt. 

Om vi återvända till variablerna ori, . . ., a?n, se vi med hjälp af (37) att: 
Det nödvändiga och tillräckliga vilkoret för att systemet (26) skall förhålla sig 

bestämdt i omgifningen af punkten «i , . . ., a« där ^ = O, j^ =^ ^ /I + O (v > 1) är 
att i denna omgifning 



2?yi = (v = 1, . . ., m) 

[fx (.ri , . . . , Xn)Y 

» 

Vi öfvergå nu till att uppvisa att dessa vilkor äfven medföra bestämdhetsför- 
hållande i hvarje punkt på ^(a;l, . . ., x^ = O genom hvilken ingen annan singulär bild 
passerar. 

Härvid behöfva vi följande hjälpsats: 

Om i en viss omgifning till en punkt aj , . . . , a„ , genom hvilken passera två 
distinkta (men ej nödvändigt irreduktibla) bilder y = O och 'f ' = O, en funktion F(:r, , . . . , x„) 
förhåller sig regulärt öfverallt utom då samtidigt <p = O, 'f ' = O, så förhåller sig funk- 
tionen regulärt inom en tillräckligt liten omgifning till a,, . .,a„. 

Låt oss göra ett variabelombyte (i), hvarigenom ^ och ?' reducei-as på formen (11) 

och bestämma 6, 8i så att för | Sv K ^i (v = 2, . . ., n) alla rötter till x ^= O och / = O 
uppfylla vilkoret |éi| <S och att /"(éi, . . ., S») = F(xx, . . ., x») inom det definierade 
området uppfyller satsens vilkor. Då är först och främst, enligt hjälpsatsen i § 3, 
Aép. . .,Sn) entydig inom området i fråga. Välj nu 8\ så litet, att för 1 4^ | < 8', 
(v = 2, . . ., h) ingen rot till vare sig X "= ^^ ^^"^ X'= ^ uppfyller vilkoret |S, | > 8', 
där 8' är en godtycklig kvantitet < 8. För hvart och ett af de betraktade värdena 
på £j, ..-.,£« kan då /"(Si, . . ., Sn), uppfattad som funktion af £i , utvecklas enligt Laukents 
teorem inom området 8 > | Si | > 8' : 

+ oo 

/(Sli • • • 1 Wj) =" ^ -s • *1 » 

V=i— ot 
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där 

1 '^ 
^^=27:7 /C'"V(«. L)di, 

är en analytisk funktion af i^,...,^,,, som förhåller sig regulärt inom området 
Uv I < 8\ (v = 2, . . ., «). Vi beteckna med B(i^, . . , S„) resultanten till / = O och 
•/ = 0; för hvarje värdesystem £,,..., i, inom området 8\, för hvUket Ä icke är 
noll, förhåller sig f såsom funktion af i, regulärt för |S, |^8', och enligt Cauchy^s 
sats blir alltså 7^ = O för negativt v. Således är hvarje 7^ med negativ index iden- 
tiskt noll, och vår funktion f{i,,..,,in) förhåller sig alltså regulärt för | £J <8, 
Uv I ^ ^1 (v =■- 2, . . . , n), hvilket bevisar satsen. 

Låt oss nu återvända till systemet (26) under antagande att i punkten a^ , 
. . . , a„, där /*, = O, -J^ 4. O, /; =# O (v > 1), bestämdhetsförhållande inträder, d. v. s. 

villkoren (48) äro uppfyllda. Om vi välja exponenterna f> i (17) såsom rötter till den 
determinerande fundamenialekvationen (89), så förhålla sig alltså samtliga f i (17) re- 

gulärt i punkten öj, . . . , öt». Låt a',, . . . , a „ vara en punkt h. s. h., där /", =0, i— 4= O, 

f^ =1=0 (v > 1), så sågo vi i § 2, att a^, . . ., a„ och «',,..., (i'„ kunde förenas medelst 
en väg, hvars alla punkter uppfylla de nämnda vilkoren. I hvarje punkt a?J, . . . , a-JI 
på denna väg kan hvart och ett 7, enligt § 3, utvecklas i en serie af formen 

,.^v V!» Tvv^a a?a,...,a?/, x„) — 

(*9) 2i ^^v + ^^^'' • • •'^'»^ 

där f förhåller sig regulärt i den betraktade punkten. Vi taga nu på den nämnda 
vägen ett antal punkter, af hvilka aj,...,a„ är den första och a ,,..., a'„ den sista, 
så att hvarje efterföljande ligger i den omgifhing af den föregående, inom hvilken 
den till ett visst 'f hörande utvecklingen (49) är giltig. I en viss närhet till a ,,..., a„ 
förhåller sig f regulärt; taga vi ett godtyckligt värdesysteip jJj, ...,iP„ i denna när- 
het, så måste för detsamma hvarje '{>^ i den mot a^ a„ svarande utvecklingen (49) 

vara noll, enär man annars genom att taga x^ tillräckligt nära a^ kunde göra nämnda 
series absoluta belopp större än hvarje godtyckligt uppgifvet tal. Som detta gäller 
för hvarje värdesystem ar,, ...,a:„ i en viss närhet till a,, ....a^, äro de ifrågava- 
rande ^^ identiskt noll, d. v. s. y förhåller sig regulärt i hela den förut definierade 



1 
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omgifniDgen till aj,...,r(n. Men inom denna ligger nästa punkt i vår punktserie; ^ 
förhåller sig alltså regulärt i en viss närhet till denna punkt och således äfven, som 
7i se genom att upprepa det för aj,...,a„ gjorda resonnemanget, i hela omgifningen 
till punkten i fråga. Oenom att fortsätta på detta sätt finna vi till slut, att f för- 
håller sig regulärt i punkten a\, . . . , a'n- 

Hvarje f förhåller sig alltså regulärt i en punkt h. s. h., där /*i = O, 
-— 4= O, /*v 4= O (v > 1), och genom användning af den nyss bevisade hjälpsatsen på 

bilderna ^ ~ O och ^~ — O inses, att detsamma är förhållandet i hvarje punkt, där 
A = O, /;4=0 (v>l), således: 

Ekvationerna (48) uttrycka det nödvändiga och tillräckliga vilkoret för att 
lösningarne till systemet (26) skola förhålla sig bestämdt i hvarje punkt, där f^ = O, 

Användes det ofvan gifna resonnemanget på uttrycken (48) för koefficienterna 
j)vi, så finner man, att de hafva formen (48) i hvarje punkt, där ^ = 0, f^^ O (v>l), 
så att nödvändiga och tillräckliga vilkoret för bestämdhetsförhållande vid bilden fi=0 
är att produkterna f^ »p^i (v = 1, . . .,;w) skola förhålla sig regulärt i hvarje punkt, 
<lär /;^ + O (v > 1). 

Formlerna (33) visa vidare, att de öfriga koefficienterna /Jvm multiplicerade med 
vissa potenser af f^^ förhålla sig regulärt i samma punkter. Om vi särskildt betrakta 
det speciella fall, då bestämdhet äger rum i hvarje punkt inom ändligt eller oändligt 
afstånd (studiet af punkter, för hvilka en eller flera koordinater äro oändliga, återfö- 

res genom substitutionema x^ = ^ etc. på betraktande af punkter inom ändligt om- 

rade), så fordras först och främst, för att frågan skall ha någon mening, att funktio- 
nerna fi^fit'*' icl^6 h& någon väsentlig singularitet på oändligt afstånd, d. v. s. att 
de äro hela och rationella. Vidare måste, på grund af de nyss erhållna resultaten, 
koefficienterna p öfverallt vara af rationell karakter, d. v. s. de måste vara rationella 
funktioner ^ Då måste, om /",= O, ....,/"/ = O äro de irreduktibla singulära bil- 

* Enligt eu sats, bevisad af Hubwitz i CreUe'8 Joaro. Bd. 95, sid. 201. Jfr Dauthe VILLE, 
TThéae pour le doctorat, Paris 1886. 



- 33 - 

derna, och om ingen af /*,,..., /i är oberoende af a?i — hvilket ju lätt åstadkommes 
genom linjärt variabelombyte och eventuell ny reduktion på normalform — 

»vi = ^' (v = 1, .... »w) 

där (tv är en hel rationel funktion, hvars gradtal lätt bestämmes genom vilkoren 
f(5r bestämdhetsfbrhållaude i oändligheten. Det i § 1 anförda systemet (8) är ett 
exempel på ett sådant system. 



II. 

§ 6. Allmänna satser om 2n-periodiska ftinktioner. 

Innan vi ingå på teorin för system af formen (5) med 2?2-periodiska koeffi- 
cienter, är det nödyändigt att framställa några af de viktigare allmänna satserna an- 
gående 2n-periodiska fimktioner af rationel karakter. För bevisen hänvisas till två 
arbeten af Wibtingeb ^ där den viktigaste litteraturen äfven finnes angifven. 

Ett värdesystem Pp...,P„ kallas en period till ett system af funktioner 
^1 (Wj, . . ., Wn), . . ., ?z(Wi, . . ., Ww) om man har 

%{u^ + Pj, . . .; w« + P„) = cpvC^n • • • » "») ^^ = 1» • . • 1 O 

Låt nu 7i,.-',7< vara entydiga, analytiska och 2n-periodiska, och låt ett primitivt 
periodsystem vara 

2(0i. , , . . . , 2a)„, 1 

(50) 

2cOi^2„, . . . , 2(0n, 3n 

så att, då m^, ...,m2ti beteckna godtyckliga hela tal 

%y(i + ^^a'^^i,a^""> ^*« +2^Wa-2ö>„ a| = fvO^i» • • -i W») (v = 1, . . . , /) 

och omvändt hvarje period till funktionssystemet ^i, . . . , ^i kan uttryckas under formen 

(51) A = 2 "»« • 2<»X, « (>^-l ») 



a=-i 



där m^ äro hela tal. Vi antaga, att man i (51) icke kan gifva sådana heltalsvärden 
åt m^^ . . ., fHini att absoluta beloppen för P^, . . ., P» samtliga blifva mindre än en 

* Zur Theorie der 2n-fach periodischen Fnnotionen I, II, Mooatshefte fur Math. n. Phye., 6, 7. 
Wien 1896, 96. 
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godtyckligt liten positiv kvantitet. Har nämligen funktionssystemet oändligt små pe- 
rioder, så kan man finna linjära funktioner t^^, . . ., t^^ (x < n) af t/^, ..., Un sådana, att 
7), . . ., ^j äro funktioner endast af argumenten t^^, . . ., i;^. Vidare antaga vi, att man 
ej kan bestämma reella kvantiteter m^ så, att uttrycken (51) samtliga bli noll, ty då 
vore vårt funktionssystem högst (2h — l)-periodiskt ^ 

För existensen af funktioner af rationel karakter med det primitiva period- 
systemet (50) äro följande vilkor nödvändiga och tillräckliga: 

l:o) för X, (1 = 1, . . ., ?i äger relationen 

(52) 2 ^ap ^Xa <«>plP = O 

rum, där c^q äro hela tal, hvilkas determinant är skild från noll och där 

2:o) om vi sätta w^^ = -4)^^^ + fB-^^^ så är 

(53) 2 ^aP ^^Xa ^fip > o (X, (1 = 1, . . . , w) 

Då existera n funktioner af rationel karakter A ("i, • . • » w„), ... , ^(wi, • . ., Wn), 
hvilkas funktionaldeterminant icke är identiskt noll, och hvilka äga det primitiva pe- 
riodsystemet (50). Man kan vidare finna en funktion af samma art /'«+i(wi, . . .,tt„) 
sådan, ^ att hvarje funktion af rationel karakter ^(u^, . . ., Mn)i som har periodsystemet 
(50), kan rationelt uttryckas i Ai^-mA+i* 

(54) (p(wi, . . .,!/.„) = Ä(/*i, . . ., /*„+i). 

Mellan /"j, .. .,/*„+! består en algebraisk likhet 

(55) G(/'i,...,/'«h) = 0. 

Specielt kan man för A, . . .,/n+i välja en funktion ^(wi, . . ., Un) af rationel karakter 
med det primitiva periodsystemet (50) samt dess derivator ^ — , . . . , ^^, så att 

(^^') ?(«„ ••-,«-) = i?' (A ^^^ ^^ 

(55-) . G'(a|?1 Ä=0. 

' Jfr WBIICRSTBA.SS, Gesammolte Werke II s. 56. 
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En hel 2n-periodi8k funktion är nödvändigtvis en konstant. 

Med en Jacobisk funktion ' förstå vi en hel funktion med egenskaperna: 

(56) «!>(«, + 2a),„,...,«„ + 20 = «»"'■(*» \^/Xa"x)-<I»(„j,...,„„) (a = l,...,2M) 
där kvantiteterna by^^ och &^ äro konstanter; de förra kallas perioder af andra slaget 



n 



och kvantiteterna c^ = b^ — ^ b^^^ <a-^^ kallas funktionens parametrar. 



Perioderna af första och andra slaget satisfiera ekvationerna 



n 



(57) 



2 (2^Xa • K^ - 2a)xp . 6xa) = K? («. P = 1, . . ., 2n) 



där k^^ äro hela tal sådana, att k^^ = — k^^^ k^^ = O, och dessutom vissa med (53) 
analoga olikheter, som vi här ej uppskrifva. (Mellan talen 0^0 i (52) och k^a förefinnas 
dessutom vissa relationer, hvilka vi här ej behöfva känna.) På grund af (57) är de- 
terminanten 



(58) 



2(0,, 1 , . . . , 2a)i, 



2n 




Ön, 1 ? • • • 1 O/I, 



2n 



= + L 



där L är ett positivt helt tal, hvars kvadrat är lika med determinanten af k^^a Hvarje 
Jacobisk funktion, som satisfierar (56), kallas likändrig med 4>; det existerar L och 
endast L linjärt oberoende med $ likändriga funktioner. L kallas dessa funktioners 
ordning. 

Hvarje 2n-periodisk funktion med periodsystemet (50) kan framställas som en 
kvot mellan tvänne likändriga Jacobiska funktioner, hvilka ha (50) till perioder af 
första slaget. 



* Frobenius, Cber die Grnndlagen der Theorie der Jacobischen Fnnctionen, CreUe Bd. 97. 
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§ 7. System med 2n-periodiska koefBeienter och entydig allmfin lösning. 

Låt oss ha ett system af formen (5) med de oberoende yariablema Ui, . . .,t<«„ 
där koefficienterna äro 2n-periodiska. För att reducera detsamma på en normalform 
(26), hvars koefficienter äro 2n-periodiska, sätta vi liksom i § 4: 

Z^ = AiDiZ^-\ }- An,Dn,Zy (v = 1, . . ., w) 

Vi antaga först, att koefficienterna ej ha oändligt små perioder. Vi taga 
en funktion af rationel karakter f(ui^. . ., u»), som har samma perioder som koefficien- 
terna i (5) och som ej är oberoende af u^; med a^, . . ., a» beteckna yi en punkt, där 
både <p och alla koefficienterna i det genom (7) ur (5) härledda systemet (3') förhålla 

sig regulärt och där ^-^ =4= O samt sätta 

(59) A^ = [y(wi, . . ., w„) — T(ön • • -1 «n)P"^ (x = 1, . . ., w) 

Då finna yi, att 

= omX<x — 1 

Ia^^^] 

\-"x /mi = »1 , . . . , M« = a« i dw\'^^^ 

= | x— 1 1^1 om X = x — 1 



= «n 



hvaraf alldeles som i § 4 slutes, att Z^, ...,Zm bilda ett fundamentalsystem till ett 
system af normalformen 

(60) 

^i^-Pus^^ + •■•+P^i^ (. = 2,...,M) 

med 2n-periodiska koefficienter. 

Låt oss nu antaga, att koefficienterna i (5) ha oändligt små perioder; genom en 
viss linjär transformation af de oberoende variablerna, hvilken vi antaga utförd, redu- 
ceras alla koefficienterna till funktioner af endast Wi, . . .,«x (x<w). Betrakta det ur 
(5) härledda systemet (3'), som här antar formen 

(61) -^ = 2«aPT("i---«x).^p \ ^ = i,...,n/ 
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Som man genast inser, bilda de af dessa ekvationer, som svara mot y = 1vm^i 

ett system, som bar ett fundamentalsystem af lösningar C^iO^iixmOvm Cam0^iv**i^x) 
(a = 1, . . ., m). Men man bar, enligt formeln (2) 

(62) z^^= 2 ^(^J' •••i^x)-^paKfii--MW„) (a,p,S=l,...,w) 

P 
ocb insattes detta i (61), så erbålles for o,, . . ., c» ett system af samma form, som bar 
fundamentallösningarne ^25(Wx+ii • • •» Wn)i ocb bvars koefficienter äro funktioner af 
f/i,...,!^^. Å andra sidan måste, då fundamental! ösningama äro funktioner af u^^.], 
. . . , tint koefficienterna vara funktioner af samma variabler. Koefficienterna äro så- 
ledes konstanter, ocb systemet fÖr kvantiteterna c löses således medelst exponential- 
funktioner ocb polynom på samma sätt som vid en enda oberoende variabel \ Allt 
är således reduceradt på studiet af det system i x oberoende variabler, som bildas af 
de mot Y = li • • •< ^ svarande ekvationerna i (61). Men nämnda system tillbör den 
klass vi bär studera endast om dess koefficienter ba jämt*2x perioder. 

Låt oss nu antaga, att perioderna till koefficienterna i (60) uppfylla vilkoren 
(52) ocb (53), ocb låt (50) vara ett primitivt periodsystem till samtliga koefficienter p. 
Vi betrakta det fall, då bvarje lösning till (60) är entydig; då är också allmänna lös- 
ningen till (5) entydig ocb vice versa. Af (33) följer då entydigbeten bos koefficien- 
terna i (60). Vi skola nu söka den såsom entydig förutsatta allmänna lösningens ana- 
lytiska gestalt. 

Utgångspunkten for denna undersökning är följande, först af Appell och Pi- 
CÅRD (för ett specielt fall) uppställda sats^: 

Om ett system (60) (eller (5)) har en entydig lösning, så har det alltid en 
entydig lösning, som är en multiplikator funktion. 

Med multiplikatorfunktion förstås bär en entydig analytisk funktion, som upp- 
fyller likbeterna 

(63) ? (»^ + 2ö)iai . . . , w« + 2(0^ J = l^a T(«^n . . . , w„) (a = 1, . . . , 2n) 

där [i], . . ., [lin äro konstanter. 

Låt nämligen den entydiga lösningen till (60) vara £, (t^,, . . ., t/»), så äro, 
enär systemet blir oförändradt när Up . . ., Un ökas med 2v(0i], . . ., 2v(0in resp., ut- 
trycken £| (w, + 2voDn, . . ., Wn + 2v(0in) (v = 0, 1, 2, . . .) äfven lösningar. Mellan de 

' Sauvage, Integration d'uD Bystéme d'éqaationa anx différentieUea totales, Jonrn. de Math. 
Bér. S. T. 10. 1884. 

' Snr certaines équations différentieUea linéaires aux dérivées partielles, Comptea rendns T. 
92, 1881. 
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m + 1 lösningar, som svara mot v == 0, 1, . . ., t/<, består en linjär relation; antag, att 
de lösningar, som svara mot v = 0, 1,...,X — 1, där X<w, äro linjärt oberoende, 
under det att alla de öfriga äro linjära funktioner af dessa; man har då 

X— 1 
S,(Mj + 2Xa)ii, .. .,u„ + 2X(o„i) := ^ ^vSi(«i + Svwn, . . , , w„ + 2vö)„,) 

v=o 

där c^ har ett från noll skildt värde. Låt oss bilda uttrycket 

£j(w,, . . . , M„) = 2 ^v^i (^1 + 2va)ii, . . . , M„ + 2 va)„,) 

där konstanterna C^ bestämmas genom vilkoren 

Cx_i # O, för öfrigt arbiträrt 
C,_, + (7x.,cv=|i,,a, • (v=l,...,X~l) 

Cx-i^o = 1^1 Co 
hvilka äro förenliga med hvarandra, om \l^ är en rot till ekvationen 

f^^ — ^X-i f^^""' <^i 1^1 — ^0 = 0; 

|i.f är alltså skildt från noll. Det så bestämda £, är en entydig lösning till vårt sy- 
stem, som har egenskapen 

(64) £,(W| + 2(011, . . ., w« + 2a)„i) = [ii Sa(t/,, . . ., m^). 
Genom att på samma sätt forfara med uttrycken 

£j(w, + 2 v(ö,2, . . ., w„ + 2vö)„2) (v = 0, 1, 2, . . .) 

erhålles en entydig lösning £3 med egenskapen 

(65) Sa (W| + 2wi2, . . . , ?<« + 2 (0„2) = l^a £a(«^ii • • • 1 W») 

och som tydligen äfven satisfierar funktionalekvationen (64), och genom att fortsätta 
detta resonnemang erhålles slutligen en entydig lösning z^ med egenskaperna 

(66) z^ (m, 4- 2(0,^, . . . , u„ + 2(0^ J = [i^z^ (m,, . . ., w„) 
hvilket bevisar satsen. 

Låt ^(li^, , . ,^Un) vara en Jacobisk funktion och bilda uttrycket 

(67) ^(«.,...,„„) = ,X.,. + ... + U«,.:^(«,.+ "a-.±2+^^ 
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Det är då möjligt att bestämma konstanterna X,, . . ., X„, a^ . . ., a„, så att ^ får mul- 
tiplikatorerna (ii, . . ., t^^n? ^7 ^^^ erhåller för denna bestämning vissa linjära likhe- 
ter, hvilkas determinant är (58), som ju är skild från noll. Hvarje entydig funktion, 
som satisfierar (66), blir då lika med produkten af ^ och en 2n-periodisk funktion. 

För att finna formen på samtliga lösningar till (60), införa vi följande defi- 
nition: en integralfunktion af ordningen v är en hel rationel funktion af u,, ...,Uni 

— -5^ — 1 • • . » — r-^ — 1 där 4> är en Jacobisk funktion, och där koefficienterna äro mul- 

uu^ dUn 

tiplikatorfunktioner med samma multiplikatorer |i,, . . ., [i^n* De sistnämnda kalla vi 
för korthetens skull integralfunktionens multiplikatorer. 

Emedan determinanten (58) är skild från noll, kunna vi bestämma linjära 
funktioner t?,, . . . , t;2n af te^, . . ., «», — ^-^ — » - • -i ^ — med egenskaperna 

(68) v^{ui + 2(0^0, ,.,,iin + 2a)„o) ~ iv^(Wi, . . ., u„) = * ^i 

^ ^ 1 a = p 

^loff4^ ^log4^ 

och Wj, . . ., w„; -—^ — ' • • •' — ^ — kunna linjärt uttryckas i desamma. 

En integralfunktion af v:te ordningen I^ är alltså en hel rationel funktion af 
graden v af Pj, . . ., t^iw, hvars koefficienter äro multiplikatorfunktioner med multipli- 
katorerna i^i, . . . , (i.2n. 

Af definitionen följer omedelbart 

tfÉ.) 

(69) /^(«, + 2(1)^,^,.. .,u„ + 2%J — ji,^Z/Mi,.. .,«««) = iv-i(«^n---»w«) (a=l,...,2M) 

där /y_j är en integralfunktion af ordningen v — 1 med samma multiplikatorer 
som /y. 

Den egenskap hos integralfunktionerna, som skall leda oss till framställningen 
af samtliga lösningar till (60), är följande: 

Om det existerar en entydig lösning till ekvationssystemet 

(70) ^ = ll"^ (?/i, . . ., ti„) (i = 1, . . . , n) 

där P^J^ äro integralfunktioner af ordningen v med samma multiplikatorer, så är den 
lika med en arbiträr konstant, ökad med en integralfunktion med samma multiplika- 
torer och, allteftersom samtliga dessa äro lika med ett eller någon af dem är skild 
från ett, af ordningen v + 1 eller v. 
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Beviset sker genom fullständig induktion. Satsen är sann för v = O, ty 
då fäs 

^^ (x{ui + 2(1)^^, . . . , Wn + 2a)„J — ^^x{ui, . . ., w„)) = (é = 1, . . ., n) 

(71) x(ui + 2(1)^^, . . ., Wn + 2a)„J = \io,x(ui, . . ., ti») + C^ (a = 1, . . ., 2n) 

Häraf erhålles 

x(ui + 2(0,^ + 2ö)^p, . . ., ?/„ + 2(o„^ + 2(i)^g) = tia(|ipirO/i, . . ., w„) + C^) + C^^ 

a:(Mi + 2(i)jp + 2a)j^, . . ., Wn + 2co„p + 2co„J = ltp(|iai»(Wi, . . ., w„) + CJ + Cp 

hvaraf, då x{u^, , . ., Wn) är en entydig funktion, 

(72) C„ (1 - ftp) - Cp(l - (ij (a, p = 1, • • • , 2«) 

Aro samtliga (t lika med ett, så är denna ekvation en identitet; (68) och (71) visa 
då, att 

2n 
X(U^, . . . , U„) = 2 ^a • '^a + 9(Mu ...,"«) 

där f) är en 2n-periodisk funktion, som af (70) bestämmes på en arbiträr additiv kon- 
stant när. Ar åter [Iq^ =^ 1, så visar (72), att om vi i (71) sätta 



X = x' + 



a 



a 



l-t^a 



1 



så blir a;' («!,..., w„) en multiplikatorfunktion med multiplikatorema |J<i, . . ^ 1^*» hvil- 
ken af (70) bestämmes på en arbiträr additiv konstant när, hvilken vi kunna sam- 

manslå med q • 

Låt oss antaga satsen bevisad for index v — 1, så skola vi nu se, att den 
gäller för index v. Af (69) och (70) följer 

(73) -^{x{Ui+ 2(0,0^, ...,M„ + 2ö)^J~ (Xaa?(«i,...,w„)) = iy!:" (t«i;...,w«) (i = l,...,n), 

där samtliga iy^li (* = 1, . . ., n; a = 1, . . . , 2n) ha multiplikatorema [ii, . . ., (J-sn. Vi 
särskilja två fall: 

A) Alla multiplikatorema äro lika med ett. 

Då ger oss (73) 

(74) a;(wi+2(o,^, . ..,«„ + 2(i)„J — xiu^ w„) = I^ (wi,...,w«) (a = l,...,2n) 

6 



i 



- 42 - 
där 



Xi + . . . + Xj^ ^ V 



2n 
2n 



och samtliga 9 äro 2n-periodiska. Det w:te Bernoulliska polynomet Bn{x) definieras 
som bekant genom utvecklingen 

och £n(^) är af graden n + 1 och har egenskapen Bn(x +1) — Bn(x) = ir". 
Genom likheten 

Xi + . . . + \2n :4 ^ 

definieras en integralfunktion, högst af ordningen v + 1, som satisfierar den första af 
relationerna (74) ; skillnaden oi — x — t^l^ blir alltså oförändrad om t?i ökas med ett, 
och satisfierar på grund af (74) relationer af formen 

x\u^ 4- 2(0j^, . . ., Wn + 2(i)„J — x(u^, . . ., w„) = 7'J,"^ (w^, . . . , w„) (a = 2, . . . , w) 

där i uttrycken i högra membrum \\ icke ingår. Vi kunna nu medelst Bernoulliska 
polynom i v^ bilda en Jj^^^, som satisfierar den första af ofvanstående likheter, och 
genom att subtrahera och åter utföra samma resonnemang som nyss erhålla vi 2n in- 
tegralfunktioner 7y*j (a = 1, . . .,2w), h vardera högst af ordningen v + 1, sådan att 

X — 2 ^+1 ^^ ®^* 2w-periodisk funktion, som af (70) bestämmes på en additiv kon- 

a=i 

stant när. Vi ha alltså 

(75) X = /v4.i (/r-i, . . . , Wn) + C 

B). En multiplikator |jl^ är skild från ett. 
Då följer af (73) 

fal 

(76) x{u^ + 2(0,,^, . . . , M„ + 2ö)^ J — (i^ a7(wi, . . . , w„) = /^Jj (w^, . . . , m„) + C^ 

På grund af likheten mellan de båda ur (76) bildade uttrycken för x(ui + 2a)j^ + 2(0^0, 
..,,Un + 2(0^,^ + 2(o„^) följer 
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JI-1 («1 + 2<«)ip, . . . , M„ + 20>„p) — |lp /^"', (m„ . . ., Mn) — iil\(Mi+ 2ö)l„,...,M„ + 2w„„) + 
+ V-a & («i ««) = (1 - K) Cp- (1 - t^f) c, = K. 

Här är venstra membrum en integralfunktion /v-2, högst af ordningen v — 2, och 
/v-2 (wi + 2a)i^, ...,«„+ 2ö)„ J — [to, /v_2 (wi, . . . , Un) = (1 — lij A". 

Venstra membrum är nu en integralfuuktion högst af ordningen v — 3 och 
genom att fortsätta reduktionen erhålles (1 — ^^J^ Ä" = O, d. v. s. 

(1 - {t J Cp = (1 - |ip) c„. 

Sätta vi alltså, i det vi med ^ beteckna en multiplikatorfunktion med multiplikatorerna 

Ca 
(^1, . . . , l^«» X = ^ .x' + 1 så satisfierar x' ekvationerna 

•*■ na 

x{ui + 2(0,0,, . . ., w„ -f 2a)^J — x\ui, . . ., w„) = I^_^ (u^, . . ., m,.) (a = 1, . . ., 2n) 

där samtliga multiplikatorer i högra membrum äro lika med ett. Resultatet i fallet 
A) ger oss då x' = PvCwn • • •» Wn), så att 

X = /v(Wi,. . ., Wn) + c 

<?a 

där /y har multiplikatorerna p-n •••» 1^21.1 och där C = y—- — kan tagas arbiträrt. 

H. S. B. 

Vi skola nu visa, att ett fundamentalsystem af lösningar till ett system (60) 
med entydig, allmän lösning låter framställa sig under form af integralfunktioner af 
ordningarna O, l,...,w~l, där koefficienterna for termerna af högsta ordning i 
t?i, . . ., t?2n stå i konstanta förhållanden till hvarandra. 

Satsen är sann för w = 1 ; låt oss antaga den bevisad för system t. o. m. 
ordningen m — 1. Låt z^ vara en lösning tiJl (60), som är en multiplikatorfunktion, 
och sätt z = i.Zi; emedan de logaritmiska derivatorna af z^ äro 2?i-periodiska, följer 

^-^»•■^"irP + ''*+^"'-^-*'^ (1-2,. ..,n) 
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, di 
där alla koefficienter äro 2n-periodi8ka. Sätta vi nu ^ — ^ x^ så att 

så erhålla vi för /; ett system af ordningen m — 1 

(78) 

^=P..£p + - + i'„-u- (' = 2 n) 

med 2n-periodiska koefficienter, och vidare gäller 

(79) k fe) = ^" 'iS + • • • + ^-.'^ ('■ = 2' • • •' «) 

d Iz 
Är 2?i, . . ., 2?^ ett fundamentalsystem till (60), så är, om vi sätta x^ = ^ — (-^' 

x^y . , ,,Xjn-\ ett fundamentalsystem till (78) och omvändt bestämmas ur ett fundamen- 
talsystem a?i, . . . , Xm-\ genom (77) och (79) m — 1 lösningar till (60), som tillsara- 
mans med Zi bilda ett fundamentalsystem. På grund af (77) äro samtliga lösningar 
till (78) entydiga, och det existerar alltså ett fundamentalsystem rCi, . . ., Xm-\ bestående 
af integralfunktioner af ordningarne O, l,...,»w — 2 och i hvilka koefficienterna for 
tek'merna af högsta ordning i ri,...,t*2n stå i konstanta forhållanden till hvarandra. 

Oenom att i (77) och (79) insätta x,^ erhålles för -^^ ett system af formen (70), 



^1 



som enligt antagandet har entydig lösning, och vi erhålla enligt den nyss bevisade 
satsen ^j,...,,?», såsom integralfunktioner, h vilkas ordning är <m — 1. Att termerna 
af högsta ordning i fj, . . ., v^n hafva samma koefficient på konstanta faktorer när be- 
visas lätt från n till n + 1 och med användning af samma metoder som förut. 

Vi ha nu funnit formen på ett fundamentalsystem till (60); sambandet mellan 
lösningarne i detsamma uttryckes genom följande sats. Om en integralfunktion /^ är en 
lösning till (60), så är äfven uttiycket 



(80) 



^Ki + . . . + Xgn j 



- — ^ ^ 

1 in 



där vid derivationen koefficienterna behandlas som konstanter, en lösning till systemet. 
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'2n 2n 

som är 



Beviset är omedelbart, då ju I^lui + 2 ^^a^ai i • • -i w„ + ^ ^'^a^rtal 

a=i a=l / 

en lösning till systemet fÖr alla 'heltalsvärden på w,,...,W2h, kan skrifvas som ett 
polynom i dessa med koefficienter som på konstanta faktorer när utgöras af de suc- 
cessiva uttrycken (80). 

Specielt följer häraf, att den multiplikatorfunktion, som ingår som gemensam 
faktor i koefficienterna for termerna af graden v i Jy, är en lösning till (60), och att 
det med nödvändighet existerar lösningar af formen /y-i, Zy-a, . . ., J|, 

På grund af (34) och (59) inses, att alla de här bevisade satserna gälla äfven 
for system af formen (5) med entydig allmän lösning. 



§ 8. System, hyilkas allmänna lösning är af rationel karakter. 

Vi ha i foregående § antagit, att lösningarne till systemet (60) voro entydiga. 
Frågan att afgöra när detta äger rum leder i -allmänhet till transcendenta operationer; 
det gifves emellertid ett fall, då detta afgörande erfordrar endast ett ändligt antal 
algebraiska operationer, nämligen det fall, då lösningame till (60) förhålla sig bestämdt 
inom ändligt område. 

Då äro koefficienterna i (60) 2n-periodi8ka funktioner af rationel karakter 
och de singulära bilderna erhållas genom att sätta de Jacobiska funktioner, som upp- 
träda i nämnarne till koefficienterna vid deras framställning enligt § 6, lika med nolL 

Vi måste nu först och främst tillse, hvilka irreduktibla singulära bilder, som 
innehållas i 4> = O, där 4> är en Jacobisk funktion. 

Låt 'f (u,,...,w„) vara en irreduktibel faktor till 4>, så är 9(w,+ P,,...,m„+ P„} 
äfven en sådan, om P^, . . . , P„ är en period af första slaget till ^. De båda bil- 
derna ?(m,, . . . , Un) = O och 'f (u, + Pp . . ., w„ + P„) = O kalla vi kongruenta; låt 
P,, . . . , P„ genomlöpa samtliga perioder till 4>, och bilda med tillhjälp af de med 
<p(w,, . . ., tin) = O kongruenta, distinkta bilderna den på sidan 7 definierade hela funk- 
tionen 4>,' hvilken vi nu benämna 4>,. Den har på grund af sitt bildningssätt egen- 
skapen 

*,(w. + 2a>j,^,...,Wn + 2a>„J = /«^"^'-''*"^*,(t^„...,Wn) (a = l,...,2n), 

där ff^ är en hel funktion; genom att till 4>, sätta en faktor e "»'••'**" tan den alltså 
öfverföras i en Jacobisk funktion *, Är nu <pi(w,, . . . , w«) = O en af de i 4> = O inne- 

' Appell, Sur les fonciions périodiques de deux variablee, Jonrn. de Math. 1891. 
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fattade irreduktibla bilderna, som icke är kongruent med 9 = O, så få vi på samma 
sätt ur denna en Jacobisk funktion, som dividerar <t>. 

Om vi med en enkel Jacobisk funktion förstå en sådan, som ej kan uppdelas 
i en produkt af Jacobiska funktioner, så följer af det ofvanstående, att en enkel Ja- 
cobisk funktion satt lika med noll representerar en irreduktibel singulär bild och alla 
med densamma kongruenta. 

Låt oss nu antaga, att alla de Jacobiska funktioner, som uppträda i nämnarne 
till koefficienterna i (60), äro uppdelade i produkter af enkla Jacobiska funktioner, 
och låt dessa vara <!>,,.. .,<!>/. Yi kunna antaga, att ingen af dessa är oberoende af 
t/,, hvilket ju alltid kan åstadkommas genom en linjär transformation af //|,...,t^n 
och ny reduktion på normalformen. Då kan också ingen af de irreduktibla faktorerna 
i något <l>v (v ~ 1, . . .,0 vara oberoende af w,. För att allmänna lösningen till (60) 
skall vara af rationel karakter, är det nödvändigt att för v — 1, . . ., Z i en punkt 

a,y, . . ., a„y, där <l>y = O, ^ — ^^ O, 4>jjl 4= O ([i + v), lösningarne förhålla sig bestämdt 

och att rötterna till den determinerande fundamentalekvationen (39) äro hela tal samt 
att inga logaritmer uppträda i det i § 6 definierade funktionssystemet /^,, . . .^ /?m. 
Aro dessa vilkor uppfyllda — hvarom man kan öfvertyga sig medelst ett ändligt an- 
tal algebraiska operationer — så äro ock^å alla lösningar till (60) af rationel karak- 
ter. Af § 6 följer nämligen, att lösningarna äro af rationel karakter i hvarje punkt 
på den irreduktibla singulära bild, på hvilken a^^y , , ,^a^^ ligger, genom hvilken icke 
passerar någon annan singulär bild. Emedan koefficienterna till (60) äro 2;i-perio- 
diska, så följer häraf, att lösningarne äro af rationel karakter i hvarje punkt, som 
ligger på en h. s. h. af de med nämnda irreduktibla bild kongruenta bilderna, och 
genom hvilken icke går någon annan singulär bild, d. v. s. i hvarje punkt där 4>y = O, 

ö— ^ 4= o, <t|jL =*= O ((i 4= v) (v = 1, . . . , O- Genom upprepad användning af de båda sat- 

serna sid. 16 och 30 finna vi då, att lösningarne äro af rationel karakter öfverallt 
inom ändligt område. 

Låt — r^ (v = 1, . . ., Z) vara den till sitt absoluta belopp största negativa ro- 
ten till den mot 0^ = O svarande ekvationen (39). Då måste, om vi sätta 

d 
cKu.,...,u„) = — ^^ii^;-;^-) e ,-.. da^ 

där 4> är en godtycklig Jacobisk funktion, hvarje multiplikatorfunktion, som är en 
lösning till (60), vara af formen 
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4>? <i>; ' 

där <&' är en med produkten i nämnaren likändrig Jacobisk funktion. De logaritmi- 
ska derivatorna af ^ äro 2M-periodiska och således rationella funktioner af de i § 6 
införda /*!,..., fn+i ; å andra sidan äro de symmetriska i u,, . . ., Un och a^, . . ., a», 
hvadan koefficienterna i nämnda rationella funktioner äro rationella i /'((ap . . ., «„), 

...,/"„ + 1 (a, , ... , a„). Genom insättning i (60) och efter bortdivision af tf . «^i '*» + • • + ^n *'« 
erhålla vi alltså m stycken ekvationer, som utsäga, att vissa 2y2-periodiska funktioner 
äro identiskt noll; och som således kunna bringas på formen 

där koefficienterna äro rationella i ^(ai, . . ., a«), . . .,/n+i(at? • • •» ^»»), ^i, . • ., ^n och 
de i ^' linjärt ingående konstantema, hvilkas antal är lika med dess (kända) ordning. 
Man erhåller således vissa algebraiska ekvationer mellan de nu uppräknade konstan- 
tema, och lösningarna till dessa ekvationer bestämma tydligen alla multiplikatorfunk- 
tioner, som satisfiera (60). Härvid är emellertid att märka, att om det existerar flera 
linjärt oberoende lösningar till (60), som äro multiplikatorfunktioner med samma mul- 
tiplikatorer, låt vara 0,, . . .,2^^, så existerar det också en lösning 

c, 2r, + ... + c^z^, 

som innehåller x — 1 väsentliga arbiträra konstanter, och det är tydligt, att man vid 
den nyss beskrifna algebraiska kalkylen icke erhåller z^^ , . ,,z^ hvar för sig, utan för- 
enade i ofvanstående kombination, genom specialisation af hvars konstanter man slut- 
ligen erhåUer^.,....^, 

Sedan de lösningar till (60), som äro multiplikatorfunktioner, blifvit bestämda, 
inses lätt att bestämningen af de integralfunktioner af ordningarne 1,2,..., som sa- 
tisfiera (60), kan ske genom utförande af ett ändligt antal algebraiska operationer. 



m. 

§ 9. Systen af HorBalfonneH ned em emkel siagvlir bild orh af andra ordnui^M. 

Vi skola nu söka firamkoiistruera några enkla exempel på system, på hrilka 
den i förra afdelningen gifiia allmänna teorin kan tillämpas. I det yi förbigå syste- 
men af första ordningen, hvilka lösas genom kradraturer, skola yi först söka firam- 
ställa eit system, som är generalisationen till flera Tariabler af den Lame*ska ekra- 
tionen. Vi ställa frågan så: att finna alla system af formen 





+ />!! 


Ö2 
ÖUx 


dz 


-pw 


dz 



+ p-iiZ (* = 2, .. ., m) 

brilkas allmänna lösning är af rationel karakter, och där koefScientema hafVa endast 
den singulära bilden 4> = O, där 4> är en enkel Jacobisk funktion. 

För bestämdhetsforhållande hos systemet är nödvändigt att 

Vidare måste integrabilitetsrilkoren (;35) vara identiskt uppfyllda, och for att kunna 
skrifVa dem under en for diskussion lämplig form skola yi visa, att man kan bort- 
skaffa /),, ur sjstemet. Emedan summan af rötterna till den determinerande funda- 
mentalekrationen (39) är konstant, erhålles för hyarje punkt, där «I> = O 

*' = r 
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hvaraf 

Pil = c —Q^— + 9(^11 • • M ^O 

där (p är en hel funktion. Genom att derivera denna likhet och observera att en hel 
2n-periodisk funktion är en konstant, finner man 

^ = >^i «i + • • • + X„ «„ + (7 

och genom att öka argumenten med perioder och använda (58) erhålles c = X^ = . . . 
= X« = O, så att Pil = C. Genom att multiplicera z med en exponentialfunktion öf- 
vergår man då till ett system, där Pn = 0: 

(^1> dz dz 

Ekvationerna (35) antaga här följande form 

Tr + ^f--^ 

(82) (/,Ä: = 2,...,w) 

^Pu , ^pift __ ^pn , ^ 

^j>2i' ■ ,^P^^^?!ii .^PlL. 
duh du^ du i ^^^ dti^ 

Den första af dem ger 

-^ + 2pai = f.(W2, . . ., Un); 

här kan venstra membrum bli oändligt endast för 4> = O och som <l> är en enkel Ja- 
cobisk funktion, kan den ej vara divisibel med någon af de Jacobiska funktioner af 
variablerna t/g, ..m^^o som göra ft oändligt. Således sakna båda membra oändlig- 
hetsställen *, d. v. s. 



dui 



+ 2 p2i = konst. = 2ci (i = 2, . . . , n) 



^ S&vida nämligen icke 4> är oberoende af W} (på en exponeulialfaktor af andra graden när), 
men då äro också koefficienterna oberoende af u^, och man erhåller (se sid. 88) ett system af första 
ordningen i Uj, ...,un jämte en ekvation i Uj med konstanta koefficienter. 
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Multipliceras z med g~ '"» " ^^ så bli i det nya systemet alla cj lika med noll, 

så att systemet har formen 

(83) 

oz oz 1 apu ,. 

Låt nu ttj, . . ., a„ vara en punkt, där <l> = O, ^ — + O, så att i omgifhingen af den- 
samma 

och antag, att utvecklingen af /?];, där i är ett h. s. h. af af talen 2, . . . , n, har ut- 
seendet 

(84) />H = — - + • • • + — -^ TT—" + ^(wi — flfi, . . ., w„ — a„) 

(Wj — (7)^ **i — ^ 

där alla ^ förhålla sig regulärt i punkten a,, ...,a„. Har systemet en entydig lös- 
ning 2?!, så är dess utveckling i den betraktade punkten af formen: 

Co(Wo, . .., Wn) C Au U^ 

(85) z, = ') ' / + .. • + '^' ^"" • i""-* + ^(«, -a„. . .,«.-«„) 

(mi — Vy 1*1 — ^ 

Sätter man in dessa båda utvecklingar i ekvationen 

dz _ dz \ dpii 

så blir venstra membrum för Mj = Z7 oändligt af ordningen p + 1, det högra däremot 
af ordningen i + p + 1. Sätter man koefficienten för termen af ordningen i + p + 1 

o ^ 

i högra membrum lika med noll, erhållas p =^; för att lösningen skall vara enty- 

dig måste alltså k vara ett jämnt tal. Genom att i högra membrum sätta koefficien- 
terna för termerna af ordningen i + p, Ar + p — l,...,Ä: + 2 lika med noll, då det 
ej finnes termer af samma storleksordning i venstra membrum, bestämmas (7p— i,..., 
C^ som linjära funktioner af Cp. C7|, . . ., Cp bestämmes alltså genom samma likheter 
som man erhåller, om man genom utvecklingen (85) söker lösa ekvationen 

^ dz I dpii 
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hyars allmänna lösning är ^((m^, • . . , m») • Vjp,,-, och alltså har man 

(86) Zi = y , (llj, . . . , Un) . V/>1, + i>(Mi, . . . , Un) 

där 7 kan utvecklas i potensserie af t<| — l\ Om vi analytiskt fortsatta båda mem- 
bra af (86) längs en sluten väg, som lämnar ti| oförändradt, och subtrahera resulta» 
ten, erhälles 

O = [?i(«j, . . ., M.) — ST,(W3, . . M Un)] Vpu + i^, — ^, 

där rp^ och ^, äro fortsättniugame af 7, och (})| resp. och s betecknar + I. Emedan Mj 
icke äudrade ll^e, då variablerna beskrefvo den slutna vägen, kan tydligen ^ utveck- 
las i potensserie af t/| — a^. Vore nu f — s^ icke noll, så erhölle man genom di- 
vision med detta uttryck for V^pu i en potensserieutveckling i u^ — L\ hvilket stri- 
der mot (84). Sålunda är ^j — s^i = O, d. v. s. ^\ en entydig funktion. Låt oss nu 
öka argumenten i båda membra af (86) med 2a>|^, . . ., 2(1),,^ resp. och subtrahera, 

o 00 

sa tas 

O = [?i(ws + 2(02^, . .. , w« + 2o)^ J — s9i(ms, . . . , w«)J ^Pu + ^i(*^i + 2wj^, . . . , ii„+ 2w, J — 

— ^,(iii, ...,w„), 

hvaraf, då 4^i(Mi + 2o)ia» • • • 1 «» + 2cö„q^) tydligen förhåller sig regulärt i rti, . . ., a«, 

skulle följa en potensserieutveckling för Vpu^ såvida icke 92(^2 + 2o>goj,...,M„+ 2(a^^ =•- 

— ^?i(wa? ' ' "> "«)• Funktionen ff (wg, . . ., u«) har alltså de 2n-perioderna 2o>^oj, . . ., 

2o>^^, hvilket på grund af dess entydighet är möjligt endast om dessa äro förenade 

genom minst två relationer med heltalskoefficienter, så att verkliga periodantalet ned- 
går till 2n — 2. Men då kan man, efter eventuell omnumrering af variablerna u,, 
. . . , u„ och linjär heltalig transformation af perioderna (60) indela variablerna i två 
grupper w,, . . ., «/^ och w^^j , . . ., w«, så att koefficienterna äro 2x-periodiska i af- 
seende på den första gruppen och 2(« — x)-periodiska i afseende på den senare, och 
^1 blir en funktion endast af i^^^^ , . . ., u„ ^ 

Låt oss upprepa samma betraktelse för en entydig lösning z^^ som med z^ 
bildar ett fundamentalsystem, som erhålles 

kombinationen f^z^ — ^2^2 förhåller sig alltså regulärt i punkten a,,...,a«. Men 



' Existera icke de omtaUde linj&ra relationerna mellan perioderna, && måste ^ vara en kon- 
stant, d. Y. 8. man har att satta y. = n. 
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såsom lösning till det system, som bildas af de % första ekvationerna (83), måste den 

höra till exponenten — -^t då på grund af det föregående alla pu måste höra till 

samma exponent — t, och som y, ^g — ^^^i ej kan vara identiskt noll, ha vi kom- 
mit till en motsägelse. 

De föregående betraktelserna bli illusoriska för A; = 0. Men då äro samtliga 
pxi hela och 2n-periodiska, d. v. s. konstanta: pu = Cf (i = 2, . . . , n). 

Då visa ekvationerna (83), att z är en funktion af w = Wj + c, m, + • • • + cw», 
och som koefficienten ^^i måste vara funktion af endast ti, som blir oändlig endast 
för en enkel bild, så finna vi, att z satisfierar den Lame^ska differentialekvationen 

(87) g = (i (A + 1) P{u - «o) + B)z. 

Det existerar således inga andra system af det begärda slaget än sådana som omedel- 
bart reduceras på första ordningen och sådana som genom enkla variabeltransforma- 
tioner reduceras på den Lame'ska ekvationen. 

År återigen de enkla singulära bildernas antal större än ett, så blir det före- 
gående resonnemanget illusoriskt. Det existerar också sådana system med entydig 
lösning, och för att bilda sådana har man blott att t. ex. taga två linjärt oberoende 
multiplikatorfunktioner z^ och z^ samt med hjälp af (33) bilda koefficienterna i ett 
syatem af andra ordningen. 

Söker man system med entydig lösning och en enda enkel singulär bild, måste 
man alltså öfvergå till tredje och högre ordningar. De kalkyler jag anställt för tredje 
ordningen ha gjort existensen af sådana system högst sannolik, ehuru jag ännu icke 
på grund af den stora formella komplikationen kunnat afsluta nämnda beräkningar. 



Rättelse: 

Sid. 40 rad. 6 st&r: en bel rationel funktion af. L&s: en hel rationel funktion af graden v af. 
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